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前 言 


电磁 场 理论 涉及 许多 数学 知识 ， 电 磁场 应 用 技术 的 发 展 也 强烈 地 依赖 于 
数学 分 析 。 在 本 科 阶 段 ， 学 生 一 般 已 学 过 “数学 物理 方法 ”这 门 课程 ， 但 因 
课时 所 限 ， 其 所 学 尚 不 足以 应 对 电磁 场 分 析 之 所 需 。 我 们 为 电磁 工程 分 析 方 
向 的 硕士 研究 生 编 写 了 这 本 教材 ， 目 的 是 帮助 学 生 熟 悉 电 磁场 分 析 中 常用 的 
数学 知识 ， 从 而 能 够 较 深 入 地 理解 相关 文献 ， 自 如 地 运用 数学 工具 解决 问题 。 
现在 这 个 版 本 是 在 我 学 院 研究 生 学 位 课 使 用 多 年 的 讲义 基础 上 修改 而 成 的 。 
本 教材 不 过 分 追求 数学 上 的 严密 ， 但 保持 了 必要 的 严谨 性 ， 讲 解 细致 ， 便 于 
阅读 。 

本 教材 主要 介绍 电磁 场 分 析 所 要 用 到 的 相关 数学 知识 。 全 书 共 分 12 章 。 

第 1 章 讲 解 矢 量 微分 算 符 Y。 为 便于 理解 ， 本 书 借助 几何 图 形 推导 出 柱 坐 
标 系 、 球 坐标 系 中 单位 矢 的 微分 表达 式 ， 将 算 符 w 对 矢量 的 作用 形象 化 ， 这 是 
本 教材 的 特点 之 一 。 该 章 还 用 算 符 Y 讨 论 了 时 谐 电 磁场 法 向 分 量 边界 条 件 的 非 
独立 性 问题 。 并 矢 在 电磁 场 分 析 中 有 重要 的 作用 。 考 虑 到 本 科 阶 段 一 般 不 涉 
及 并 矢 ， 所 以 本 章 对 并 矢 及 其 代数 运算 作 了 较为 细致 的 介绍 ， 在 此 基础 上 介 
绍 了 并 矢 的 微 积分 运算 ， 并 给 出 了 一 些 较 为 常用 的 并 矢 计算 公式 。 

第 2 章 对 复 变 函 数 的 基本 内 容 〈 主 要 是 解析 函数 和 留 数 等 ) 进行 了 简单 
回顾 ， 重 点 介绍 了 复 平 面 的 割 线 积分 、 解 析 延 拓 概 念 和 下 函数 。 

第 3 章 介 绍 求解 静电 场 的 保 角 映射 法 。 内 容 包括 利用 保 角 映射 法 求解 静 
电场 的 理论 根据 ， 以 及 一 些 重要 的 保 角 上 映射， 如 宕 映射 、 根 式 映 射 、 指 数 映 
射 、 对 数 映 射 、 分 式 线性 映射 、 儒 可 夫 斯 基 映 射 、C-S 映射 等 。 

第 4 一 8 章 介 绍 电磁 场 分 析 中 的 常见 方程 和 特殊 函数 ， 所 讨论 的 函数 有 勤 
让 德 多 项 式 、 拉 盖 尔 多 项 式 、 厄 米 特 多 项 式 、 惠 泰克 函数 以 及 各 类 贝 塞 尔 函 
数 等 。 考 虑 到 这 些 方程 和 函数 都 与 超 儿 何 微分 方程 有 渊源 关系 ， 其 中 第 5 章 
专门 介绍 超 几何 微分 方程 ， 以 利于 读者 从 总 体 上 把 握 各 特殊 函数 之 间 的 联系 。 
另外 ， 为 帮助 读者 更 具体 地 了 解 这 些 函 数 ， 还 提供 了 一 些 在 一 般 教 科 书 中 不 
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曾 见 到 的 特殊 函数 的 图 像 。 

6 函数 在 求解 包含 激发 源 的 场 分 布 (包括 辐射 场 ) 问题 中 有 重要 的 应 用 。 
第 9 章 介绍 8 函数 的 基本 性 质 ， 以 及 与 之 有 关 的 雍 维 塞 函数 和 sgn 函数 。 

第 10 章 介 绍 格林 函数 的 概念 和 基本 性 质 ， 以 及 应 用 格林 函数 求解 非 齐 次 
微分 方程 定 解 问题 的 方法 ， 并 讨论 了 各 种 情况 下 的 格林 函数 。 

变 分 法 是 近似 求 极 值 的 一 种 重要 方法 。 第 11 章 介绍 泛 函 和 变 分 法 的 基本 
概念 、 利 用 变 分 求 极 值 的 思想 方法 ， 以 及 变 分 法 在 求解 微分 方程 方面 的 应 用 ， 
并 简要 介绍 了 哈密 顿 变 分 原理 ， 讨 论 了 麦克 斯 韦 方程 组 与 哈密 顿 变 分 原理 的 
一 致 性 。 

非 线 性 问题 近年 来 在 电磁 场 分 析 中 变 得 突出 起 来 。 第 12 章 介 绍 了 几 种 较 
常见 的 非 线 性 方程 ， 如 KdV 方程 、sine-Gordon 方程 和 NLS 方程 等 ， 重 点 讲 
解 了 应 用 行 波 法 和 逆 散 射 法 求 非 线性 方程 的 孤子 解 。 读 者 可 借 此 对 非 线性 问 
题 有 初步 的 认识 。 

本 书 第 1-11 章 由 余 恬 编写 ， 第 12 章 由 雷 虹 编写 。 全 书 由 余 恬 统 稿 。 本 
书 的 编写 得 到 了 山东 大 学 信息 科学 与 工程 学 院 的 领导 和 同事 们 的 大 力 支持 ， 
在 此 我 们 深 表 谢 意 。 

由 于 水 平 有 限 ， 书 中 不 妥 甚 至 错误 之 处 可 能 不 少 。 我 们 诚 的 地 希望 使 用 
本 教材 的 教师 和 读者 给 予 指正 。 
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第 1 章 矢量 微分 算 符 


在 物理 学 中 , 某 一 物理 量 的 空间 分 布 构 成 一 个 物理 的 “ 场 ”。 标量 (如 电位 等 ) 的 空间 分 
布 构成 标量 场 , 矢 量 ( 如 电场 强度 等 ) 的 空间 分 布 构成 矢量 场 。 场 的 数学 表示 是 时 间 与 空间 
坐标 的 标量 函数 $(r,t) (对 于 标量 场 ) 或 矢量 函数 A(r,t) (对 于 矢量 场 )。 描 写 场 在 各 点 的 
空间 变化 趋势 需要 用 微分 手段 ,矢量 微分 算 符 VY ( 读 做 “哈密 顿 * 或 “ 那 勃 勒 ”) 就 是 为 了 这 
个 目的 而 引入 的 。 

本 章 的 第 1 一 3 节 内 容 在 本 科 阶 段 已 经 作 过 介绍 ,但 为 了 便于 读者 复习 和 查阅 ,也 为 了 
理论 体系 的 完整 ,这 里 仍然 予以 保留 。 对 这 部 分 内 容 比较 熟悉 的 读者 可 从 第 4 节 开 始 学 习 。 
第 7 节 用 算 符 Y 讨 论 了 时 谐 电 磁场 法 向 分 量 边界 条 件 的 非 独 立 性 问题 ,从 这 个 例子 中 读者 
可 以 获得 对 算 符 ν 的 深刻 理解 。 

并 矢 是 电磁 场 分 析 中 的 一 个 重要 工具 。 本 章 最 后 两 节 将 介绍 并 矢 的 定义 ,以 及 算 符 V 
对 并 矢 的 作用 ,并 给 出 并 矢 的 一 些 基 本 运算 公式 。 


1.1 标量 场 的 方向 导数 与 梯度 


1.1.1 方向 导数 
在 标量 场 中 的 一 点 , 沿 不 同方 向 ,标量 值 的 空间 变化 率 一 
般 不 同 。 方 向 导数 描写 的 是 标量 沿 给 定 方向 的 变化 率 。 
定义 “标量 函数 g(r,7) 在 点 M 沿 方向 的 方向 导数 为 
6 ms MD —$ Mo) lim 人 A 
91 Δ-ο ΔΙ ΔΙ--οΔέ 
这 里 射线 1 的 起 点 在 Μι, ΜΊΕΙ Ε, ΔΙ 是 M 与 M, 间 的 距 
离 , 见 图 1-1-1。 
ο 表示 $ 从 Mo 点 起 , 沿 1 所 指 的 方向 是 增 大 的 。 
在 直角 坐标 系 中 ,有 ΠΣ 


(1-1-1} 


ο ο ος (1 1ο) 


κ 9 ον ο 9 
这 里 cosa 一 9] οοθβ-- Ey cosy 一 可 


* 是 沿 三 个 直角 分 量 的 方向 余弦 。 
1.1.2 梯度 


梯度 是 空间 点 的 矢量 函数 ,其 方向 是 标量 场 在 该 点 有 最 大 增加 率 的 方向 ,其 值 则 为 沿 
该 方向 的 方向 导数 值 。 下 面 导出 梯度 的 表达 式 。 


设 射 线 1 的 起 点 在 Mo ,其 单位 矢 为 
e' 一 ecosa 十 evcospB 十 e-cosyY (1-1-3) 
引入 矢量 
94 ap 9 
σ-ο, 3z te ὃν 6. ὃς (4-1 -4) 
则 根据 式 (1-1-2) 一 式 (1-1-4), 有 
ae, 。G=|Gl|cos (G,e,) (1-1-5) 


显然 , 当 e 与 G 同 向 时 ， 2 有 正 的 最 大 值 1C| 。 因 此 ,矢量 G 同时 给 出 了 有 最 大 方向 导数 
的 方向 和 最 大 的 方向 导数 值 。G 就 定义 为 标量 场 $C(r,t) 的 梯度 , 记 为 


grad $=G=e, ρα » He (1-1-6Ὶ 
引入 哈密 顿 (Hamilton) 算 符 
9 9 9 
γε, δᾳ ἐν Dy ee 元 ἐς 7 
则 式 (1-1-6) 可 写 为 
grad $=vV$ (1-1-8) 


应 当 指 出 的 是 ,梯度 grad$ 的 定义 是 式 (1-1-5), 即 乡 沿 任意 方向 的 方向 导数 等 于 梯度 
在 该 方向 的 分 量 ; 式 (1-1-6) 的 右边 则 仅仅 是 梯度 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 具体 计算 公式 ;而 
式 (1-1-8) 则 仅仅 给 出 了 grad ὁ 的 简写 符号 。 


按 式 (1-1-8) , 式 (1-1-5) 可 写 为 δῆ --ρ, «γή, ΥΕΊΕΘΙ ὁ 为 任意 标量 函数 , 故 有 


地 = «ν (1-1-9) 
此 为 方向 导数 算 符 与 梯度 算 符 的 关系 ,应 用 该 式 常 可 简化 运算 。 
若 沿 等 值 面 
g%Czyyyz) 一 常数 
取 微 分 , 则 有 


οφ 9φ ο 
ἀφ Br ot 


此 即 νό» ἀῑ--0 (dl 沿 等 值 面 ), 可 见 梯度 总 垂直 于 等 值 面 。 
根据 式 (1-1-7) ,很 容易 证 明 以 下 运算 法 则 成 立 : 


νο-ο (C 为 空间 常数 ) (1-1-10) 


V(Cu)=CVYa (1-1-11) 
Vl(utv)=Y utYvw (1-1-12) 
γ(ω)υνι--ινυ (1-1-13) 
ν(“)-ρωνι-ινυ (1-1-14) 
ν[/(ω]-- πέν (1-1-15) 
证 明 从 上 略 。 
【 例 1-1-1】〗 对 标量 函数 r(z,y,z) 二 Vz 十 十 z?, 求 Vr 和 v (二). 
-.. ϑν ϑν gr ϐ6ιτ-ΓθιγἼ-εις rr 
a he er ον. 
EE Eh pd Re Εξ 
V(r νε 


事实 上 ,标量 函数 > 的 等 值 面 是 以 原点 为 球 心 的 球面 ,显然 7 沿 径 向 (e, 方向 ) 的 变化 最 
快 ,而 且 其 变化 率 为 ἃ ---1, 故 有 νγ--ε.. 


【 例 1-1-2〗 在 求解 静电 场 分 布 的 有 限 差分 法 中 ， 

为 导出 适用 于 正六 边 形 区 域 ( 见 图 1-1-2) 的 电位 差分 公 
式 , 需 要 用 到 下 面 的 关系 式 : 

a2$ 32 风 3 [οἳφ a2$ 

δή ο σα ᾿ 


这 里 φ--φ(α,γ) 为 节点 〈zyy) (9 ἠ1 8, 2 5 和 3 δὲ η 


Ἂ ὁ Υπ οι! ee 方向 的 方向 导数 。 η. 
证 由 图 1-1-2 可 知 


οι η (ο, 二 VSe,) ; ee 一斑 (一 ae 二 VSey) 
(1-1-17) 


| (1-1-16) 


0 
~ ΥΩ 


τιν τινα 


图 1-1-2 正六 边 形 区 域 的 网 格 划分 


于 是 按 式 (1-1-9) 可 写 出 


9η 2ος 239 
ag κ 1 96 V39$ 
πο σσ. 
同 理 有 
αν 98 1 9 V338 9 1 ο γ89φ 
Ελλ ν(255 ο) ει 中 二 ΕΕΣ ο. 
一 (e 一 ov( 寺 中) 十 ev 二 ea) νε) 
- 1 οἳφ , 8 οἳϕ 


3377 + 33 (1-1-18) 
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上 面 最 后 一 步 利用 了 ej 一 es 二 e;， es 十 ee 二 V3e,, 见 式 (1-1-17)。 
由 式 (1-1-18) 可 立即 得 到 式 (1-1-16)。 证 完 。 


1.1.3. 两 点 间距 的 梯度 


车 两 点 分 别 位 于 r 和 7r ,这 里 
7 一 ex 工 十 eyy 十 ez 
产 一 ec 十 evy 十 ez 
如 图 1-1-3 所 示 , 则 此 两 点 的 间距 可 表示 为 κΚ-|Κ|- 
Ir 一 ”|。 在 电磁 场 分 析 中 经 常会 用 到 R 的 梯度 。 
把 R 写 为 
A 


则 可 得 
νπ-ο, 3 Κο, te ος ο. 11-30) 
这 里 
图 1-1-3 两 点 间 的 相对 位 矢 or Tx) Γον ν) Πες) Κ 
να} Ty ye) Κ 
(1-1-21) 
为 R=r 一 r” 的 单位 矢 , 方 向 从 rr 指向 r。 
以 V 表示 对 带 撤 坐 标的 运算 , 即 
ντος σε, ο Το. . (1-1-22) 
则 又 有 
γτ----ει (1-1-23) 
类 似 地 还 可 以 证 明 
v' 去 一 一 Y 去 = 总 (1-1-24) 
证 明 留 给 读者 完成 。 


1.2 矢量 场 的 通 量 与 散 度 


1.2.1 通 量 


设 矢 量 函 数 4Cz,y,z) 构成 矢量 场 ,S 为 场 中 的 某 一 曲面 。 在 S 上 〈z,y,x) 处 取 一 矢 
量 面 元 dS ,规定 其 法 向 单位 矢 e, 与 面 元 周 界线 的 走向 成 右手 螺旋 , 则 矢量 4 在 面 元 dS 上 
的 通 量 定义 为 
dV¥=A. dS (-2-1) 
ΠΠ Ανν») 在 整个 曲面 S 上 的 通 量 即 为 


ν-]α .dS , (@ 
5 
车 S 为 闭 曲 面 , 则 
φ-- fa “dS (1-2-8) 


对 闭 曲 面 ,规定 其 法 矢量 处 处 向 外 ,于 是 按 式 (1-2-3) , 若 Φ ο, ΙΑΕΣΚ ΗΙ ΒΗ {ΠΤΙ 5 中 流 
出 的 通 量 多 于 由 外 面 流入 S 中 的 通 量 ,这 表明 S 中 “ 源 ” 强 于 “ 洞 ( 即 吸收 源 )”; 若 亚 二 0, 则 
5 中 洞 ? 强 于 “ 源 ”。 可 见 闭 曲 面 的 通 量 反映 了 在 所 围 的 空间 内 矢量 场 源 的 总 体 分 布 情况 。 
但 它 不 能 反映 源 在 各 点 的 具体 分 布 。 


1.2.2 散 度 


由 上 面 可 知 , 若 要 了 解 源 在 某 点 a 的 强 弱 情况 ,可 以 包围 a 点 取 一 小 的 闭 曲 面 ,然后 令 
其 向 a 点 无 限 收缩 。 在 极限 情况 下 ,单位 体积 的 通 量 就 可 以 反映 这 一 点 源 的 强 弱 。 这 就 是 
散 度 的 含义 , 即 ,矢量 场 A(z,y,z) 在 a 点 的 散 度 定义 为 


ο” (证 Pa ds) -- 
5 


式 中 ,AV 是 闭 曲面 S 包围 的 体积 , a 点 始终 在 S 内 。 
显然 , 散 度 是 标量 。 若 a 点 的 散 度 为 0, 则 表示 在 a 点 没有 源 。 在 一 个 处 处 无 源 的 区 域 
内 , 散 度 处 处 为 0。 


1.2.3 散 度 的 微分 形式 
根据 高 斯 公式 : 
由 (Ροο5 a Qcos 8 十 Rcos 7)dS = | το... | Ἔ 


这 里 V 是 S 所 围 的 空间 区 域 ，cos a 等 是 矢量 dS 的 方向 余弦 ， 
= adS=e, 。 dS 


)av ἐ1-2-8) 


cosBdS=e, » dS (1-2-6) 
cos YdS=e, «ἆδ 
在 式 (1-2-5) 中 依次 改 P、Q、R 为 A,、 Ανν Α. ΠΕ. 


fa -ᾱᾱ- ᾖ (δ Εὖθο Εσλε]αν (1-32-7) 
J Ὁ θα ὃν 95 


规定 Y 算 符 [ 见 式 (1-1-7)] 作 用 于 其 右边 的 函数 或 矢量 上 时 ,总 是 先 作 微分 运算 ,后 作 矢量 
运算 ,注意 到 er ον 、e- 皆 为 常 矢 量 , 即 有 


9 9. 
Ν.Α =(e. ὃς [ἐν δ, 6. 


了 ) * (eAste,A, te.A.) 
2 


. ΘΑ. 34, 9Α. 
92 ὃν 95 


(1-2-8) 
则 式 (1-2-7) 可 写 为 
Φα “ds = [ (ν .4)dv (1-2-9) 
5 ν 


将 此 式 代 入 式 (1-2-4) ,得 
1 .. (νΥ «Α)ΔΥ 
divA = lim [αν (ν: Ἢ | 一 lim ----Ξ-----Ν»«Α 


Δν--0 AV 
ΠΜ, 
ἀῑν Α--ν « A | Ἔα (1-2-10) 
此 即 散 度 的 微分 形式 。 式 (1-2-9) 则 称 为 散 度 定理 。 
1.2.4 散 度 的 运算 法 则 
设 4、B 为 矢量 函数 , ὁ 为 标量 函数 , 则 有 如 下 计算 公式 : 
ν(ΑΕΒ)-Υ «Αν «Β (1-2-11) 
ν« (ΦΑ)--(Υ4) «Α-Γόν .A (1-2-12) 
ν «νφ--γζϕ (1-2-13} 


式 (1-2-13) 中 , ν 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 符 ,该 式 表 明 ν’--ν "VY。 在 直角 坐标 系 中 ,有 


97 97 97 
Vv? | ΚΟ 
317 ' ον) da το 


利用 直角 坐标 系 中 的 矢量 表达 式 和 式 (1-1-7) ,并 注意 到 e- ον. ο. ΕΓ ἈΞ ΒΕ, ΑΕΕ 
明 以 上 各 式 。 


【 例 1-2-1】 求 矢量 函数 τα. (r 关 0) 的 散 度 ,其 中 ᾳ 是 常数 。 
解 ” 根 据 公 式 (1-2-12) ,有 


νυν. (ας |-ᾱ {ντε} »τ͵-ἂν - τὶ 


Απγ᾽ Απ r 
因为 
1 9 9 δι} ἃν 
τν. (e- ΕὟΡ τν δν oe 和 
而 
9 9 9 
Ver (= zt es πα, ον) 。 (6ιχ-Γ6νν 6.5)» 
故 
ως Ἔα 
V | rs - 9 


本 题 还 可 以 这 样 来 计算 :利用 Y 二 一 一 所 〈 见 例 1-1-1) ,有 


τ.β-ετ. Ιν( 2 )]]=s ν’φ 


4περν 


这 里 g% 一 一 2 为 + 二 0 处 点 电荷 g 引起 的 电位 ,在 r 关 0 处 , 它 满足 方程 V*$ 二 0。 由 此 可 知 


4neor 
ν.Γ--0 (r 关 0)。 
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1.2.5 格林 公式 
利用 散 度 定 理 (1-2-9) ,可 以 证 明 下 面 两 个 重要 的 格林 公式 ， 
| ο νο δι azds (1-2-15) 


{| (αγ᾽υ--υγ}ιμ)αν = ας “了 (1-2-16) 
其 中 , S 是 了 的 边界 面 ，5 τα < 和 32 “为 沿 S 的 法 线 向 外 的 方向 导数 。 式 (1-2-15) 称 为 第 一 格 


ο ο ος 
证 ”在 散 度 定理 (1-2-9) 中 , 令 A 二 uwV wv, 注意 到 dS 沿 外 法 向 ,Vv。 dS 一 2dS, 则 有 


[νι Ca = uv «δ: tu Feds 
式 (1-2-15) 得 证 。 


再 令 A 二 vVu, 则 又 有 


ᾗν: (vVu)dV 一 ᾗ ο 7145 
以 式 (2-1-15) 减 此 式 ,有 


[ντ ανω ον «ζνωπάν-- ᾧ («35-υπα}45 


注意 到 
ν-«(ανο)-Ν«(ονα)--γὂυ--υγὂι 
于 是 式 (1-2-16) 得 证 。 
显然 , 式 (1-2-15) 和 式 (1-2-16) 成 立 的 前 提 条 件 是 u(r) 和 v(r) 在 闭 区 域 V 上 有 连续 
的 一 阶 偏 导 数 ,在 V 内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 。 


1.3 矢量 场 的 环 量 与 旋 度 
1.3.1 环 量 


矢量 场 A(z,y,z) 沿 某 闭合 曲线 C 的 环 量 即 积分 中 4 ,dl, 这 里 di 为 C 上 的 元 位 移 ,其 
意义 在 于 反映 回路 Το... 
HH .dl 一 了 1 反映 了 在 回路 C 中 有 无 传导 电流 ,传导 电流 就 是 磁场 的 环 量 源 。 由 于 环 量 
不 为 0 ΤΙ 

1.3.2 旋 度 


环 量 反映 的 是 在 一 个 有 限 大 小 的 环 路 中 有 无 涡 旋 源 ,但 不 能 反映 涡 旋 源 在 场 中 各 点 的 
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详细 分 布 情况 。 下 面 给 出 的 旋 度 矢量 就 是 描述 涡 旋 源 分 布 的 量 。 
考虑 某 点 a。 过 a 点 取 一 小 面 元 AS , 面 元 的 周 界 为 C, 则 极限 
ο) 
称 为 A 在 a 点 的 环 量 面 密度 ,或 环 量 强度 。 环 量 强度 的 值 与 面 元 法 方向 ( 它 与 C 的 绕 行 方 
向 成 右手 螺旋 ) 的 空间 取向 有 关 , 因 此 环 量 强度 在 同一 点 可 以 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 。 
规定 最 大 的 环 量 强度 值 为 旋 度 矢量 的 量 值 , 该 值 所 对 应 的 面 元 AS 的 法 方向 则 为 旋 度 
矢量 的 方向 。 这 样 就 定义 了 旋 度 , 记 为 ος 


τοι A = lim | οι Φα” 41) 出 (1-3-1) 


式 中 ,e, 为 面 元 AS 的 单位 法 矢量 , 它 与 C 的 绕 行 方向 成 右手 螺旋 。 
若 在 某 区 域 中 处 处 有 rot A 二 0, 则 称 4 为 无 旋 场 。 由 旋 度 的 定义 可 知 ,“ 无 旋 ” 意 味 着 


在 此 区 域 中 处 处 有 中 4 d1 二 0。 回 忆 在 力学 和 静电 场 理论 中 学 过 的 知识 ,可 知 保守 力 场 是 
无 旋 场 。 

1.3.3. 旋 度 的 微分 形式 

考虑 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 : 


Pd Cd Rd 


= ΝΣ )coss+ (Ζς-- ἆξ}εο sp 十 (器 一 站)cosyjds (1-3-2) 


人 η gz 91 


这 里 AS 是 C 所 围 的 曲面 ， cosa 等 是 矢量 ds 的 方向 余弦 。 把 P、Q、R 依次 改 为 A,、A,、 
A., 则 式 (1-3-2) 可 写 为 


cosa ϱοοδβ cosy 


9 9 9 
ῥα-α-] ᾿ς ο ο ος (1-3-3) 


Δ. Ἀ.. .α- 
另 一 方面 , 按 V 的 直角 坐标 形式 和 矢量 积 的 运算 公式 ,有 


ε, ey, ες 


ΥΧΑ-- πε Ἔν Ὡς (1-3-4) 


Α, Α, Α. 
利用 式 (1-2-6), 则 可 写 出 
cosa ϱοο5δβ cosy 


9 9 9 
ΝΧΑ5: ἆδ-- ΕΝ ὃν ὃς dS (1-3-5) 


Διο}. αἲ- 


φα-ἀι-ᾖν χα” ἆ5 (1-3-6) 
6 AS 


于 是 式 (1-3-3) 可 写 为 


此 为 斯 托 克 斯 定理 的 矢量 形式 。 
把 式 (1-3-6) 代 入 式 (1-3-1) ,得 


m4- 如 [入 (vx4.45).] 
/VxXA.:AS 
( AS 
因为 《YX4), 为 最 大 时 ,矢量 YXA4 与 AS 同方 向 , 即 与 en 同方 向 ,可 见 此 时 e, 即 为 VXA 的 
单位 矢 , 故 es Γ(ΨΧΑ),]...-Υ ΧΑ, ἘΕΒ 
τοί ΑΞΥ ΧΑ (1-3-8) 


) --6, [ΟΖ ΧΑ}, J C3 


此 即 旋 度 的 微分 形式 。 
1.3.4. 旋 度 的 运算 法 则 
设 A 、B 为 矢量 函数 ,4$ 为 标量 函数 ,利用 旋 度 的 微分 形式 ,可 证 明 如 下 计算 公式 ， 


ΥΝΧ(Α-Β)ΞνχΧΑ-ΕνχΧΗ (1-3-9) 

νΧ(ΦΑ)- ὀνχΑνόχΑ (1-3-10) 
ψ.νΧΑ--0 (1-3-11) 

νχνϕ-Ξ-0 (1-3-12) 

νχνχΑ-ν(ν- A)—vVv’A (1-3-13) 
ΥΧ(ΑΧΒ)-(Β:ΥΨΑ-ΒΥ:ΑΓΕΑΥ5Β-(Α:Υ}Β (1-3-14) 


按 算 符 运算 的 惯例 ,两 个 算 符 从 左边 连续 作用 于 一 个 函数 上 时 ,总 是 最 右边 的 一 个 先 作用 ， 
因此 ,上 面 的 式 子 中 , V .VXA 等 同 于 V. (VXA), νχνχα 等 同 于 六 XV 多) ,等 等 。 
除 以 上 外 ,下 面 的 运算 也 与 旋 度 有 关 : 
V°* (AXB)=B.vVxA—A.vxB (1-3-15) 
Ν(Α:Β)Γ(Α.Ν)ΒΤΓ(Β.«Ν)ΑΓΑΧ(ΥΧΗΒ)-ΓΕΧ(ΥΧΑ) (1-3-16) 
下 面 证 明 式 (1-3-13) ,其 余 各 式 的 证 明 留 给 读者 。 
证 用 YX4 的 三 个 分 量 替 换 式 (1-3-4) 行 列 式 中 4 的 三 个 分 量 , 有 


6, ey 6. 
9 9 9 
ΥυΧΥΧΑ-- ΕΕ ay 95 
(ον ο) οι τν) (ντ) 
等 号 右边 的 三 个 分 量 分 别 为 : 
2 2 2 2 
二 (5 | - 
απ ρω 


= 一 VA 二 2(V . A) 
να 


9 
y 分 量 αμ... -Α) 


z 分 量 ----ν'Α. δε (ν «ΑἹ 
将 此 三 式 综合 起 来 ,就 得 到 式 (1-3-13) 。 证 完 。 
1.3.5 矢量 微分 运算 的 一 般 法 则 


从 前 面 的 各 运算 法 则 可 以 归纳 出 这 样 的 认识 : 首先 , Y 是 微分 算 符 , 它 对 其 右边 的 函 
数 ( 标 量 的 和 矢量 的 ) 进 行 微分 运算 ,这 种 运算 服从 微分 运算 的 一 般 法 则 ;其 次 , Y 又 是 矢量 
算 符 , 它 的 矢量 乘法 仅 针 对 函数 中 的 矢量 部 分 ,并 服从 矢量 乘法 的 一 般 法 则 。 据 此 ,可 以 容 
易 地 写 出 涉及 V 的 各 个 公式 。 
例如 ,对 VY 加 下 标 风 和 4 ,分 别 表 示 VY 仅 作用 于 上 和 4, 则 有 
υΧ(ΦΑ)-ν,Χ(Α) ΕΥ, ΧΑ) ΞΥΦΧΑΊΥΨΧΑ 
此 即 公式 (1-3-10)。 
又 如 : 
VX (AxXB)=Va X (AXB)+Vs Xx (AXB) (1-3-17) 
根据 矢量 运算 公式 
αΧ(δΧε)--ρία:ε)--(α:ὖὂ)ο (1-3-18) 
并 注意 到 Vs。 和 Vs 只 能 从 左边 分 别 作 用 在 A 或 B 上 , 则 有 
VaX(AXB)=(B. Vv)A—(vV. Α)Β 
VsX(AXB)=(V. Β)Α-(Α:. ν)Β 
于 是 式 (1-3-17) 可 写 为 
VX(AXB)=(B.Vv)A—Bv.A+AV.B—(A.Vv)B 
此 即 公 式 (1-3-14)。 
同样 ,对 于 ν(Α:Β),Β 
Ν(Α:Β)-Ν,(Α» Β)ΓΝΕ(Α: B) 
利用 公式 (1-3-18) ,可 写 出 
VA( 了 。A4) 一 BXCVXA) 十 (也 。V)A 
ΥΙ(Α:Β)-ΑΧ(ΥΧΒ)Γ(Α. ν)Β 
于 是 得 到 
ν(Α:Β)-(Α:Ν)ΒΙΓ(Β:Ν)ΑΓΑΧ(ΥΧΒ)ΓΒΧ(ΥΧΑ) 
此 即 公式 (1-3-16)。 
不 难看 出 ,以 上 法 则 对 散 度 运算 同样 成 立 。 


1.3.6 旋 度 定理 
在 散 度 定理 (1-2-9) 中 令 A 二 CXB, 则 有 
ο η (1-3-19) 
令 C 为 任意 常 矢 量 ,利用 公式 (1-3-15) ,并 注意 到 VXC=0, 式 (1-3-19) 可 写 为 


PBxas.c=— vxB. cav 
5 ν 
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因 C 为 常量 ,可 从 积分 号 内 提出 , 故 有 
(φ Bxas) αλ (- | νχβάν) .C 
又 因 C 为 任意 ,于 是 有 
$Bxas=— [| vxBav (1-3-20) 
此 式 即 为 旋 度 定理 。 
1.3.7 矢量 格林 公式 


由 散 度 定理 | v «Τὰν = fr “dS , 令 f 二 aXVXb, 利 用 公式 (1-3-15), 即 


V* (A4xXB)=B.VxA—A.VxXB 
则 有 
[σκα-υχε-α-νχνχραν-φαχνχι .ds (1-3-21) 
ν ΚΞ 
此 式 为 第 一 矢量 格林 公式 。 
在 式 (1-3-21) 中 交换 a 、b, 又 有 
[σκε-νκα-ν.νχνχώαν-. ῇ (bxXVXa) .ds 
ν Ss 
与 式 (1-3-21) 相 减 , 得 
vxvxa a.vxvxbav -- φ (axXvVXb— bxvxa) .ds 
ν 5 


-φ(ι Χα) .«νΧὲ-- (ο, Χ 0) «νΧα]45 


ο 


(1-3-22) 
最 后 一 步 利 用 了 公式 AXB. C=CXA.B 和 ἀδ-Ξο, 46, 式 (1-3-22) 即 为 第 二 矢量 格林 公式 。 


1.4 圆柱 坐标 系 中 的 矢量 微分 算 符 


在 前 面 几 节 的 论证 中 ,我 们 采用 的 是 V 算 符 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 。 但 在 许多 情况 
下 ,需要 采用 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 。 在 这 两 种 坐标 系 中 ,三 个 基本 单位 矢 的 方向 一 般 会 
随 场 点 的 改变 而 改变 ,因此 ,微分 算 符 对 基本 单位 矢 的 作用 结果 -一般 不 为 0。 这 与 直角 坐标 
系 非常 不 同 ,在 学 习 中 应 对 此 给 予 特别 的 注意 。 

本 节 只 讨论 圆柱 坐标 系 , 下 一 节 讨论 球 坐 标 系 。 

1.4.1 基本 单位 矢 与 Y 算 符 

圆柱 坐标 系 的 空间 坐标 为 〈o,p, z) ,如 图 1-41 所 示 。 三 个 正 交 的 基本 单位 矢 依次 为 
e、ep、8e- ,其 中 除 e. 外 ，e。 和 es 的 方向 都 随 角 φ 而 变 , 从 根本 上 说 ,是 随 场 点 的 方位 而 变 。 


认识 到 这 一 点 十 分 重要 。 
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图 1-4-1 圆柱 坐标 系 图 1-4-2 沿 三 个 方向 的 无 限 小 长 度 


在 圆柱 坐标 系 中 ,空间 矢量 的 表达 式 为 A 一 epAp 十 epA sp 十 eA:, 矢 径 的 表达 式 为 r 一 en 
十 ez 。 须 注意 ,虽然 和 撩 径 的 表达 式 不 显 含 ,但 因 e" 随 φ 而 变 , 所 以 r+ 也 是 9 的 函数 。 
ep。、eo、e@: 三 者 间 有 下 述 关 系 : 
| er 义 e- 一 ev 
| (1-4-1) 


4 
根据 式 (1-1-7) ,可 知 Y 算 符 的 各 分 量 是 对 相应 方向 的 长 度 求 偏 导数 。 因 此 ,在 圆柱 坐 
标 系 中 ,就 应 有 


ga 9 
人 κ... 


其 中 34, 等 是 沿 e% 等 方向 的 无 限 小 长 度 。 由 图 1452 可 以 看 出 
dl 一 do，dL, 一 dp，d/. 一 dz 
因此 式 (1-4-2) 可 改写 为 
νο 
pap ὃς 


ν--6, πη (1-4-3) 


此 即 Y 算 符 在 圆柱 坐标 系 中 的 表达 式 。 

这 里 应 特别 强调 的 是 , Y 算 符 作用 于 右边 的 函数 或 矢量 上 时 ,总 是 先 作 微 分 运算 ,然后 
才 作 矢量 运算 。 接 下 来 就 会 看 到 ,单位 和 撩 的 偏 微分 一 般 不 等 于 0, 因此 ν 的 表达 式 (1-4-3) 
中 ,单位 矢 与 微分 算 符 不 可 交换 顺序 。 


1.4.2 V2? 算 符 和 散 度 . 诞 度 


因为 e 和 e。 的 方向 都 随 φ 而 变 , 故 ν 算 符 对 ee 和 e* 的 作用 结果 不 为 0, 这 与 直角 坐标 
系 中 的 情况 不 同 ,从 而 V? 算 符 和 散 度 、 旋 度 的 表达 式 也 与 直角 坐标 系 中 的 情况 不 同 。 
由 图 1-4-3 可 以 看 出 des 二 epd9 , 故 


δὲ , θε κ. 
ὃν ον Ὧι 6, (1-4-4) 
而 ε,. εν. εν Ἡρ. σοκ. 
96, 96, . Re cd 
ne 0 (α--ρ»ϕ»5α) (1-4-5) 


根据 以 上 讨论 ,有 
v2#$ = (6 δρ", βόε 地) (5 ” | ερ 2 
ολ ο ο ος 
= κο το | 5 (1-4-6) 
μ.ο 


ν.Α-- 


--Γ6 τες (4͵Α,-ΘρΑ,1-6,Α,) 
“gp + 5 图 1-4-3 单位 矢 微分 的 平面 图 
1，. /ae。 134。 
人 (224,)}}-2 οι 95 


(1-4-7) 
ϱ ὃφ ος 
现在 推导 旋 度 的 计算 公式 。 首 先 写 出 


VXA= (ο, - | 


9 
ο go+e: ὃς) Χ (eAsterhsteA.) 
将 等 号 右边 展开 ,并 利用 式 (1-4-4) 和 式 (1-4-5) , 则 有 


vxA --εχί ο )+ 1e 


er ao ΓΕ; 


9Α 9Α, ΘΑ; 
3Ρ «Χ(ε, ος 3 να. πε) 1ο Χο, ον ο, ο. 
δν, δΑ,, ἢ 3Α, A 94, aA, 
9p ” ao :| 人 οφ Ar οφ ) te az Ὁ ὃς 
184. ΔΑ, 84, 234, δὰ, 134， A， 
“(5 δφ σι ος με ος, 


该 结果 可 写成 以 下 便于 记忆 的 形式 : 


"ΤΝ - (1-4-8) 


1.5 球 坐 标 系 中 的 矢量 微分 算 符 
1.5.1 基本 单位 矢 与 Y 算 符 


球 坐标 系 的 空间 坐标 为 (r,9,9) ,三 个 正 交 的 基本 单位 矢 依次 为 e 、e@、 ep, 如 图 1-5-1 所 示 。 
它们 第 是 场 点 方位 角 (0,9) 的 函数 ,不 过 er 仅 与 p 有 关 , 而 与 0 无 关 。 


在 球 坐 标 系 中 ,空间 矢量 的 表达 式 为 A 二 eA, 十 eho 十 epA。。 当 场 点 的 9 和 9 改变 时 ， 
式 中 的 e,、es、es 也 随 之 改变 。 


@,、@o、 er 三 者 之 间 有 如 下 关系 
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eo 义 ep 一 er 


es Xe,.=es (1-5-1) 
6, ΧΘρ--6ρ 
根据 上 一 节 的 说 明 , 可 知 在 球 坐 标 系 中 有 
9 9 9 
ν--α, 隐士 %w δι, te 31, (1-5-2) 


其 中 , 32, 等 是 e, 等 方向 的 无 限 小 长 度 。 由 图 1-5-1 可 以 
看 出 , dl, 二 dr， ἁῑρ - γδῖπ dp，d1 一 rd0。 由 此 , 式 (1-5-2) 
即 为 

T 9 


9 19 
Ὑτο, 3γ ἳ 90 过 也 十 ey 二 二 55 (1-5-83) 
οσοι 这 就 是 v 算 符 在 球 坐标 系 中 的 表达 式 。 
1.5.2  Y 算 符 和 散 度 . 旋 度 

由 图 1-5-2 可 以 看 出 , 若 保持 9 不 变 ,使 9 角 改 变 d9, 则 有 

de, 一 egd0， de 一 一 ed0， de 一 0 (1-5-4) 
故 有 

(1-5-5) 


图 1-5-2 单位 矢 随 θ 的 变化 
由 图 1-5-3 和 图 1-5-4 则 可 看 出 , 若 保持 9 不 变 , 使 9 角 改 变 dp, 则 有 
de, 一 ersin 0dp 
de 一 ercos θάφ (1 -5-6) 
de 一 一 (esin 0 十 eocos 0) dp 


es 


(4) e 随 8 的 变化 (b) es 随 p 的 变化 
图 1-5-3 ee 随 9 的 变化 
14 


侧 视图 


图 1-5-4 ep 随 9 的 变化 
由 此 又 有 
96, : 96) 9ο ͵ δ 
0 δα θ, Bw αν θ, δρ (ersin 0 十 eocos ϐ) (1-5-7) 
由 于 单位 矢 的 偏 导数 不 为 0, 故 与 圆柱 坐标 系 中 情况 一 样 , 式 (1-5-3) 中 的 单位 矢 也 不 能 
与 微分 算 符 交换 顺序 。 
ο ο πό 


ν»φ-(6, 5 ο δρ, 


1 κ)» (ο νεα 134 1 οφ 
τοίη 099 (5. 5 "νο πρ οτι 


αμ - (sin 050) -- νε. (1-5-8) 


9) rsin 090 γ᾽ οἰηθθφ᾽ 
与 在 圆柱 坐标 系 中 的 做 法 类 似 , 不 难 导 出 
--- [ο [5 
Ν«Α (e 天 十 o% ὧν 二 | (Φ.Α. FenAsterds) 
re A 
οὐ. 27 A 二 二 psin A Πτα ὃ ὃ Be (1-5-9) 
和 
ον ο ο δ Χ(6,Α, -ΓθυΑο-Γε, Αφ) 
ωο;Ἠπαώ”πτ θα Ξ ᾿ ον, 
er τε; 7sin θε, 
η α.. Ἀ 9 
ν᾽οἰη θ]ϑ': 90 οφ “ΞΡ 


Α, ΤΑ; rsin0A, 
式 (1-5-9) 和 式 (1-5-10) 请 读者 自行 证 明 。 
[511-511 已 知 电 偶 极 子 的 电位 为 %r,b,9) 一 去 cos 9, 常数 六 为 电 偶 极 矩 , 试 根据 公 


式 E 二 一 V $, 求 电场 强度 Ε 的 空间 分 布 。 
解 ” 利 用 式 (1-5-3) ,有 


a 1 p 
E= (ο, 十 es 301 60 «τ νης cos ϐ 


2 θη. : 
一 2 人 ο, 五 cos ϐ 60 “τοίη ϐ) = 各 (2cos ge 十 sin ϐ ες) 


【 例 1-5-2】 试 证 明 ,对 于 一 般 的 曲面 , 若 将 Y 算 符 和 矢量 E 都 分 解 为 切 向 分 量 和 法 向 
分 量 : VY 二 V: 十 Vs, EE 二 =E, 十 E,( 下 标 t να 分别 代 表 切 向 和 法 向 ), 则 一 般 情况 下 ,有 
(1) V. XE 的 切 向 分 量 不 为 0; 
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(2) ψ. es 天 0，e, 为 曲面 的 法 向 单位 矢 。 
证 “只 需 各 举 出 一 个 例子 就 可 以 了 。 
(1) 车 界面 为 中 心 在 原点 ,半径 为 的 球面 , 则 法 向 单位 矢 为 e , 切 向 单位 矢 为 w 和 ev， 


于 是 有 
VXE, =Vo,s X Eo,, 


1.8 1 
- (ο 930 Fer rsin οσο) X (Eert Eses) 
等 号 右边 展开 后 共有 8 项。 利用 eo Xe 二 0, es Xes 二 0， 区 =0， 可 将 上 式 改 写 为 
γιά 96ρ 1 9Ευ 96ρ 9er 
ν.ΧΕ.-- ἘΠ πα ος er) + eT κ. τη 
再 根据 式 (1-5-5) 、 式 (1-5-7) 和 式 (1-5-1) 可 以 得 到 
ο 196 1 93Ει Ε Eo 
Ye 有 二 4: > Εκ i 0a9 ) ee 了 十 er r 
显然 切 向 分 量 不 为 0。 
(2) 辕 界 面 是 以 轴 为 轴线 ,半径 为 o 的 圆柱 面 , 取 圆柱 坐标 (p,9,z) , 则 οιΞ-θ,. } 1: 
1 9 9 1 96, 
γι» én (-» pe πο “ep 一 ep δα 
根据 式 (1-4-4) 可 知 e 。 工 2ee - ερ 
op 
证 完 。 


这 个 例子 告诉 我 们 ,不 能 把 Y 算 符 看 成 单纯 的 矢量 。 切 记 , 当 Y 作用 于 右边 的 函数 或 
矢量 时 ,总 是 先 作 微分 运算 ,然后 才 作 矢量 运算 的 。 


1.6 正 交 曲线 坐标 系 中 的 矢量 微分 算 符 


在 理论 分 析 中 ,有 时 需要 脱离 某 种 特定 的 坐标 系 ( 例 如 前 面 涉及 到 的 三 种 坐标 系 ), 以 
使 讨论 结果 具有 更 加 广泛 的 适用 性 。 本 节 所 要 介绍 的 正 交 曲线 坐标 系 就 是 一 种 非特 定 的 
坐标 系 , 它 是 一 大 类 具有 共同 特点 的 坐标 系 的 总 称 。 了 解 并 掌握 这 种 坐标 系 , 对 于 从 事 电 
磁场 分 析 工 作 具 有 重要 的 意义 。 


1.6.1 正 交 曲线 坐标 系 ” 拉 米 系数 


假定 三 维 空 s 间 中 的 位 置 可 由 一 组 数 ( qi， i 二 1,2,3 } 确定 ,这 组 数 可 以 是 长 度 , 也 可 以 
是 其 他 量 , 如 角度 等 ,那么 这 组 数 就 称 为 广义 坐标 。 固 定 三 个 广义 坐标 中 的 任意 两 个 ,变动 
剩 下 的 一 个 而 得 到 的 曲线 称 为 坐标 线 。 显 然 ,在 三 维 空间 中 ,过 一 点 可 以 作 三 条 坐标 线 。 
如 果 在 一 种 广义 坐标 系 中 ,三 条 坐标 线 总 是 相互 正 交 ,就 称 该 坐标 系 为 正 交 曲线 坐标 系 。 
显然 ,直角 坐标 系 、 圆 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 都 属于 正 交 曲线 坐标 系 。 

在 正 交 曲线 坐标 系 中 , 沿 4 坐标 线 的 长 度 微 元 可 写 为 dl 二 hidg;, 其 中 h; 称 为 拉 米 
(Lamé) 系 数 或 度 规 因 子 ,它们 可 以 是 常数 ,也 可 以 与 0 下 面 是 三 种 常用 坐标 
系 中 的 广义 坐标 与 拉 米 系数 。 
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而 通过 坐标 面 mw 十 da 的 通 量 是 2 


直角 坐标 系 : 
Ωᾳαι--2». ον» ‘03S, 
di 一 dz， dls=dy, dls=dz 
| ns τς τς hs=1 


圆柱 坐标 系 : 
di 二 CC， qd στ) 
ἀῑι-- ἀρ. d 一 dp， dls=dz 
和 一 o， hs=1 
球 坐 标 系 : : 
Qi Τ᾽ qz =0, ο, = 
di=dr, dl;=rd0, dls=rsin θάφ 
| /一 1， 六 一 7， hs=rsin ϐ 


矢量 4 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 为 
Algi ,42 ;43) =e1Ai 二 esA; 十 es3As 


ν--6ι 


9 
gl 


把 dl 二 hidgq; 代 入 式 (1-6-5), 则 有 


v= 9 ez 9 ea 9 
hi 9gi Τι 99; hs 9ᾳ: 


下 面 写 出 梯度 、 散 度 和 旋 度 在 一 般 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 表达 式 。 
1.6.2 正 交 曲线 坐标 系 中 的 梯度 


按 梯度 的 定义 ,标量 场 $ 的 梯度 应 为 


-. 9 9Φ οφ 
νό--οι δις te 了 十 es 5 


其 中 ,ei; 为 在 点 (qi ,qs ,gs) 沿 q; 方 向 的 单位 矢 。 把 dl; 一 hidg; 代 入 上 式 , 则 有 


ο οι 9 eag ο; 9ῤ 


νϕ 
higg: h29g; hs9gs 


注意 ,各 e; 的 方向 是 随 点 的 位 置 的 变化 而 变化 的 。 


1.6.3 正 交 曲线 坐标 系 中 的 散 度 


根据 散 度 的 定义 式 (1-2-4) ,考虑 矢量 场 A 在 图 1-6-1 ν΄ 
中 的 小 闭合 曲面 S 上 的 通 量 。 该 曲面 的 一 个 顶点 在 > 
(σι να, 261) 三 条 [να 的 长 度 分 别 为 hidgqi、 h;2 dq; 、 
hs dqs 。 


由 图 可 见 , 通 过 坐标 面 qi 的 通 量 是 
[=—Aihshs dg; dg J 


ΓΑΙ Λε Λε dg dg 网 十 dgl 


(1-6-1) 


(1-6-2) 


(1-6-3) 


(1-6-4) 


其 中 ,ei; 是 在 点 (qi ,qz ,gs) 沿 q: 方 向 的 单位 矢 ,一 般 是 空间 中 的 变 矢 量 。 算 符 Y 的 表达 式 为 


(1-6-5) 


(1-6-6) 


Γ-6-13 


同样 可 以 写 出 通过 其 他 四 个 面 的 通 量 。 于 是 ΟΥΡ 
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ῷ Α ' ἆδ-- ΓΑΛΛ: dg; das να, -- [Αι {0ο 3 dg; dgs Ια Ἔ [Ashshi das da | Ἔα 
5 
LAzhshidgsdgi ]ῳ + [LAshih;dqidqz ]。+uo — LAshihz dg ἆφ; ]。 
9 9 9 
daz dgs --(Αι h; hs ) dg 十 das da το (A, hs hi ) dg; 十 dai dg; — (As hi hs ) das 
θᾳι 9ᾳ; 9gs 


将 此 式 和 dV=hi hzhs dg ἀφ; das 代入 式 (1-2-4)， αν 


μαμα hi a (Αν, ο -- Ὡς ήν ας ποπ (1-6-8) 


此 即 散 度 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 计算 公式 。 
这 里 应 当 注 意 , h;、hs 有 可 能 是 qi 的 函数 ,例如 在 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 中 就 是 这 样 ， 
故 不 能 随便 把 它们 从 对 qi 的 求 导 中 提出 。 其 他 两 个 导数 也 一 样 。 
把 V$ 看 做 4 ,把 式 (1-6-7) 代 入 式 (1-6-8) ,又 可 得 到 
ν᾽φ-ν«νϕ 


ια. δαν hh ἃ δὴ, δὲ - 
πο πει. ο πει} ο ΓΕΘ 
把 式 (1-6-1) 一 式 (1-6-3) 用 于 式 (1-6-7) 一 式 (1-6-9) , 即 可 得 到 前 面 已 导出 的 V8  、V 。A 


和 ν΄ ὁ 在 直角 坐标 系 、 圆 柱 坐标 系 和 球 坐标 系 中 的 表达 式 。 
1.6.4. 正 交 曲线 坐标 系 中 的 旋 度 


根据 旋 度 的 定义 式 (1-3-1), YXA 在 ei 方向 ο... 
ον αν -- ο KS 5 pA: dl 


其 中 ,Ci 是 与 a a A a 
图 可 见 
P A+ d= ο ο ος ο ο ο 


1 


6 


-(h+ αν dg)dg, 
93 


a 
ο. (+ 二 day， 


(9v9z>93) 


el 


图 1-6-2 回路 C 


这 里 已 注意 到 h,、hs 可 能 与 9 和 有关。 把 乘积 项 展开 , 略 去 与 二 阶 无 穷 小 量 dg) 和 
(dgs)? 相关 的 项 ,并 利用 dS =h, hs dg; ἀφ; , 即 可 得 到 
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1 


[Vx4] 一 二 ο σσ (Αμα) ] (1-6-10) 
21ἑ3 [L 2 8 -ᾱ 
同 理 可 写 出 其 他 两 个 分 量 : 
[vxAD = 局 [go fl) σος CAshs) | (1-6-11) 
1 8 3 | 
πο οκ Αλ ο εν (1-6:12) 
μμ πι η Loai ee 9g2 ο. 1 
综合 式 (1-6-10) 一 式 (1-6-12) ,可 得 
VXA4 一 el [ΥΧΑ]Ίι--ο, [νκΑ]. 十 es [LV ΧΑ]. (1-6-13) 
或 写成 行列 式 
Λιθι 260 hses 
8 0 9 τν 
ΥΧΑ γα Ἐπ ΜΞ δ; δ6- (1-6-14) 


ἦι Αι. hA, Αι 
此 即 一 般 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 旋 度 计算 公式 。 
很 容易 验证 ,直角 坐标 系 、 圆 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 中 旋 度 的 计算 公式 皆 是 式 (1-6-14) 在 
相应 坐标 系 中 的 特殊 形式 。 


1.7 电磁 场 法 向 分 量 边界 条 件 的 非 独立 性 


我 们 知道 ,在 两 种 介质 的 交界 面 上 ,电磁 场 矢量 必须 满足 边界 条 件 。 切 向 分 量 的 边界 

条 件 是 
Ειι--Ειι» e» X (H;— Hi)=J, 
这 里 五 和 互 分 别 为 电场 强度 和 磁场 强度 ;法 向 分 量 的 边界 条 件 是 
Da 一 Du 一 0.，Bi = B;, 

这 里 D 和 B 分 别 为 电位 移 和 磁感应 强度 。 式 中 o, 为 自由 电荷 面 密度 ， J 为 传导 电流 面 密 
度 ;下 标 中 ,1、2 代表 两 种 介质 中 无 限 靠近 的 两 点 ,t 和 nm 分 别 表示 切 向 和 法 向 ,法 向 单位 矢 
ea 从 点 工 指向 点 2。 

本 节 将 证 明 , 对 于 时 谐 场 ,上 述 两 个 关于 法 向 分 量 的 关系 式 不 独立 ,它们 可 以 由 两 个 切 
向 分 量 的 关系 式 以 及 电荷 守恒 定律 (或 电流 连续 性 方程 ) 导 出 。 


1.7.1 关于 也 ,一 了 


对 于 角 频 率 为 ω 的 时 谐 场 , 3/3t 可 改 为 iw, 从 而 有 方程 
VXE=—iwB (1-7-1) 
Ἐν 和 分 解 为 切 向 矢量 和 法 向 矢量 : V=V, 十 V,, E 二 E, 十 E,, 则 在 介质 1 中 很 靠近 界面 
的 a 点 (a 点 不 在 界面 上 ,从 而 法 向 导数 存在 ) ,方程 (1-7-1) 可 写 为 
ΥΙΧΕιΙ ΓΝΙΧΕ, ΤΝ, ΧΕΙ ΕΝ, ΧΕ, -Ξ---ωΒ (1-7-2) 
记 两 个 相互 正 交 的 切 向 单位 矢 分 别 为 和 e., 则 左边 第 二 项 可 展开 为 
ΥΙΧΕΙ =(V.E,) Χο, Ει(γιΧοι) 


(ο Pte Be )xe,tE, (ex 6ο») 


这 里 .94 和 94. 分 别 为 从 a 点 出 发 沿 e&% 和 e. 方 向 的 无 限 小 位 移 。 因 
6, 和 e- , 故 最 后 一 项 为 0, 于 是 γι 义 五 ,只 有 切 向 分 量 。 
再 看 式 (1-7-2) 的 左边 第 三 项 。 由 于 E. 的 单位 和 撩 e 沿 法 向 的 方向 导数 ση --ομΗἄψι Xe 一 


3 分 别 平行 于 


er XB =0, 于 是 V, XE 二 (V,E.) Xe, 它 也 只 有 切 向 分 量 。 


ΟΕ 记 沿 ; dl,, 则 有 


a A σν. 5 十 ex x aE, 


ν.ΧΕ,--(6 οἱ, 


ή στ 
由 于 e, 沿 法 方向 不 变 , 故 5 从 一 0。 于 是 由 上 式 知 V。XE, 一 0。 


综 上 可 知 , 式 (1-7-2) 左 边 第 四 项 为 0, 而 第 二 、 第 三 项 皆 只 有 切 向 分 量 ,因此 ,以 e, 点 乘 
式 (1-7-2) 两 边 后 , 即 有 
(VXE.) « es=—iwB, (1-7-3) 
对 于 介质 2 中 很 靠近 a 点 的 5 点 , 式 (1-7-3) 当 然 也 成 立 。 将 ab 两 点 的 相应 两 式 相 减 ,有 
[(VXE.),.—(V.XE.),| “=—iv(B,— Ba) 
现在 令 αι ὃ 两 点 相互 无 限 接近 ,并 将 .2 分 别 改 记 为 1.2 ,注意 到 Ei 一 Ez 在 界面 上 处 
处 成 立 , 即 可 得 到 νι Χ(Ειι- Ε,)θ ΚΕ ω 任意 , 故 得 Bi 一 B:。。 
可 见 , 由 切 向 分 量 的 边界 条 件 Ei 一 Ez ,可 以 导出 Bu 一 B:。。 
1.7.2 关于 Da 一 Dn,=p， 
记 二 H 十 H,, 则 方程 YXH=J 十 iwD 可 写 为 
V.XH.+V.XH,+V,. ΧΗι. ΕΥ. XH,=J+iwD (1-7-4) 
式 中 J 为 传导 电流 密度 。 以 e\ 点 乘 式 (1-7-4) 两 边 , 则 左边 只 剩 下 第 一 项 。 再 利用 恒等式 
Ηι-- (6, ΧΗι) Xe,, 则 可 得 到 
* {VixX[(Ces XH.)Xe,])=J,+iwD, 
将 此 式 用 于 a.6b 两 点 ,并 将 所 得 两 式 相 减 , 然 后 令 a.b 两 点 相互 无 限 接近 , 则 有 


6." {ViX[Les XH —Hz) Xesd)}= mJ) iw( Di, —D;,) (1-7-5) 
因为 en X(H; 一 Hl) 二 J ,等 价 于 enX (Hz 一 到 ,)= 二 J , 故 式 (1-7-5) 可 写 为 
—é@ * [VX (J Xe) = νι ἷαι) Εω(Ώιι-- Da) (1-1-6) 


又 因为 
νιΧ(ω.Χθι)π(6ι " νι). --6.(νι  Ι.)ηἠ-4.(Υι «ε))--(Ο. Vie 
ΠΠ (6, «Υ.)0.ΞΞ50, οι (σι ει) 沿 切 向 , 故 式 (1-7-6) 可 写 为 
Vi 下] 二 (一 Jo 十 io 人 (一 了 5) (1 τὸ 
等 号 左边 第 二 项 可 写 为 


“ee (+) 
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由 2 分 别 平行 于 @ 和 α,, ΒΓΕ ε.ΠΕΕ, {Κα ο, «ΓΩ, «Υι)ε.] = 一 0。 于 是 式 (1-7-7) 成 为 
γι ο πιω ει) tivw( Di,— οι) (1-7-8) 

利用 界面 上 的 电流 连续 性 方程 
γιο ο Γον = ~ i; (1-7-9) 


式 (1-7-8) 可 整理 为 
—iwo,=iw(D:i,— D;,,) 
因为 ω 任意 ,于 是 有 Da 一 Du 一 p,。 
可 见 ,由 切 向 分 量 的 边界 条 件 e, Χ(Η, 一 可 ) 一 扩 ,以 及 电流 连续 性 方程 (1-7-9) ,可 以 
导出 Da 一 Di 一 o,。 


1.8 并 矢 及 其 代数 运算 


并 矢 (dyad) 在 电磁 场 分 析 中 有 重要 的 应 用 。 本 节 介 绍 并 矢 的 定义 及 其 主要 代数 运算 
法 则 ,并 给 出 一 些 常 用 的 公式 。 在 此 基础 上 进一步 介绍 并 矢 的 微分 运算 和 积分 运算 ,这 是 
下 一 节 的 内 容 。 


1.8.1 κ 
两 个 矢量 按 一 定 顺 序 连 着 写 在 一 το. 在 三 维 空间 中 , 若 
Q 一 Σ aiei， b= στο jej 
ei(i 一 1,2,3) 为 三 个 相互 正 交 的 单位 矢 ， 则 规定 按 “ a 左 b 右 ” 顺 序 构成 的 并 矢 为 A: 
Ἀ-αδ-Ξ Σ Σ) ops, (1-8-1) 
其 中 αι», ΒΞ αι Ἡ 2 的 乘积 。 显然 ,对 A 而 言 .α. b 的 排列 次 序 不 可 随意 颠倒 , 即 一 般 情 况 


Ἔναδπέδὂα. 
ΒΑ; κ ορ. 8-1) 又 可 写 为 


= 5 二 Aseie; = Aueie 十 Aizeles 十 Aiseies 十 Aziezei 十 Azze@ze@s 十 Azseses 十 


Asiese1 TAs3zeses 十 Asseses (1-8-2) 
或 写 为 矩阵 乘积 的 形式 : 
αν έι 
A= (eie;e;)A |e; (1-8-3) 
es 
式 中 
Απ As Αι 
ΑΞΙΑ A Απ (1-8-4) 
Αν. A;s Αι. 


称 为 4 的 矩阵 。 两 个 并 矢 相等 , 即 意味 着 它们 的 全 体 和 矩阵 元 一 对 应 相等 ， 
οἱ 


并 矢 还 可 以 由 多 个 矢量 构成 ,三 个 矢量 的 并 矢 称 为 三 阶 并 矢 , 四 个 矢量 的 并 矢 称 为 四 
阶 并 矢 ,等 等 。 

并 矢 本 身 并 无 实际 的 物理 意义 ,引入 它 只 是 为 了 简化 某 些 算式 的 书写 。 例 如 在 各 向 异 
性 介质 (如 晶体 ) 中 ,电位 移 D 与 电场 强度 Ε 的 各 直角 分 量 之 间 有 如 下 关系 : 


ΟΡ, ο Ἓω. “Ἔνθα 
πες εν. ει (1-8-5) 
DD, ες By Ew 1 


式 中 的 3X3 阶 矩 阵 称 为 介 电 常数 张 量 。 式 (1-8-5) 写 起 来 很 麻烦 ,但 车 引入 下 面 的 二 阶 并 矢 : 


ε-Ξε,,6.6, |-6.,6.6ᾷ [Ε..6.6.[- enejer 十 emeyey 十 seeyez 十 Eeez| EyEey Γεαθ:θ. 
(1-8-6) 
则 按 并 矢 的 乘法 运算 规则 ( 见 1. 8. 4 节 ), 式 (1-8-5) 就 可 简洁 地 表示 为 
Ρ--ε- Ε (1-8-7) 
在 辐射 问题 中 , 则 可 以 把 电磁 矢量 格林 函数 合成 为 一 个 并 矢 格林 函数 ,从 而 使 场 的 分 
析 得 以 简化 。 


1.8.2 并 矢 的 行 矢量 表象 和 列 矢量 表象 
矩阵 乘积 满足 结合 律 , 因 此 , 式 (1-8-3) 既 可 写 为 


Αι 
A= (eie;,e;) A, 一 el4 十 ez4; 十 es4; (1-8-8) 
A; 
其 中 ,A, 称 为 人 的 行 矢量 : 
3 
Α,-- νε; ( 1 一 1,2,3) (1-6-9) 
j=1 
也 可 写 为 
έι 
A= (Άιλιλι) |e | --Α16ι |-Άιει | Άιοι (1-8-10) 
61 
其 中 ,AA; 称 为 A 的 列 矢量 : 
3 
Άι DeAs (j=1,2,3) (1-8-11) 
i 一 1 


式 (1-8-8) 和 式 (1-8-10) 分 别称 为 二 阶 并 矢 4 在 行 矢 量 表象 和 列 矢 量 表象 中 的 表示 ,两 
种 表示 等 价 。 注 意 , 行 矢量 表象 中 e 在 行 矢 量 4, 的 左边 ,而 在 列 矢 量 表象 中 ，ei 则 在 列 矢 量 
和 A; 的 右边 。 

另外 还 应 注意 , A; 和信; 中 的 下 标 并 不 表示 它们 与 6: 同方 向 。 由 此 又 知 ,不 同 下 标的 行 
矢量 与 行 矢量 之 间 、 列 矢量 与 列 矢 量 之 间 一 般 不 具有 正 交 关 系 , 即 一 般 地 有 Αι. A; 关 0， 
Αν »Αγπε0 (54 156} 时 》。 


1.8.3. 并 矢 的 转 置 


并 矢 A 二 ab 的 转 置 定义 为 
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ΑἹ --δα (1-8-12) 
把 b= Σ διε, 和 a 一 > 476; 代入 , 则 有 


AT 一 biajeiei (1-8-13) 
注意 到 Αν =aib; 9 δια; =ajb;=A; , 式 (1-8-13) 可 写 为 
4T 一 》 Aieiei (1-8-14) 
柯 


比较 式 (1-8-2) 和 式 (1-8-14) ,可 见 对 并 矢 4 作 转 置 就 是 将 其 矩阵 A 作 转 置 。 
另外 ,根据 式 (1-8-8) 和 式 (1-8-10) , 式 (1-8-14) 还 可 写 为 


AT= Σ Αα. τὸ A ΕΣ ee (1-8-15) 
与 式 (1-8-8) 和 式 (1-8-10) 比 较 ,可见 对 并 矢 作 转 置 ,也 就 是 将 其 行 矢量 或 列 矢 量 与 单位 矢 ο, 
互 换 位 置 。 
1.8.4 并 矢 的 代数 运算 


并 矢 的 代数 运算 即 加 法 和 乘法 。 
Q@ 加 法 
设 4= >) Aseiej, B= ΣῚ Bieiej, 则 二 者 的 加 法 规定 为 
4 十 了 一 Σ (hs 十 Bi)eei (1-8-16) 
@ 乘法 η 
并 矢 的 乘法 与 矢量 的 乘法 一 样 , 分 为 点 积 与 又 积 丙种。 规定 乘法 是 紧 靠 乘 号 两 边 的 矢 


量 之 间 的 运算 5 双 点 积 和 双 又 积 除外 , 见 式 (1-8-29) 和 式 (1-8-30)] , 即 , 若 4 一 ap ,五 一 cd , 则 
有 


-- 


Αν ε-σέ« ee, -ε- Ας da (1-8- 11) 
ΑΧοΞαίδΧο), εΧἍ--(εΧα)ὺ (1-8-18) 
A.B=a(b. cd, AXB=a(bxe)d (1-8-19) 


可 见 , 并 矢 与 矢量 二 者 的 点 积 为 矢量 ,又 积 为 并 矢 ;而 并 矢 与 并 矢 二 者 的 点 积 为 并 矢 , 叉 积 
则 为 三 阶 并 矢 。 
按 上 述 规定 ,并 矢 本 身 隔 离 了 其 两 边 的 乘法 运算 , 故 并 矢 两 边 的 乘法 运算 不 分 先后 ,例如 : 


axXAXb=(axA)Xb=ax AXb) (1-8-20) 
ο ο As πο ο” (1-8-21) 
等 等 。 
对 于 点 积 而 言 ,有 一 个 重要 的 公式 : 
A A (1-8-22) 
证 明 如 下 : 
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根据 上 述 乘法 规则 ,可 以 证 明 以 下 公式 : 


a.A.b=b.AT.a (1-8-23) 

(AXa) . B=A. (axB) (1-8-24) 
(ab—ba) .c=(bXa)xXce (1-8-25) 

aX (bXA)=ba: Ά--Αία « b) (1-8-26) 
(αΧ) « A=a. (bXA)=—b. (αΧΑ) (1-8-27) 
4T 。(aXB) 一 一 (coX4)T - Β (1-8-28) 


下 面 证 明 式 (1-8-27) 和 式 (1-8-28) 。 
由 矢量 恒等式 (aXb) .c=a* (bXc)== 一 b. (aXc), 邻 c=A,( i 一 1,2,3 ), 有 
(aXb) .A,=a. (bXA,)=—b. (axA,) 
在 式 中 各 项 的 右边 放置 e; ,与 4; 构 成 并 矢 A,e; ,然后 对 i 求 和 , 即 得 式 (1-8-27)。 
由 式 (1-8-27) 中 的 (aXb) .A 二 一 bp. (αΧΑ) 以 及 式 (1-8-22) ,又 可 以 写 出 ， 


AT . (αΧβ,)----(αΧΑΥ' . Β, 
两 边 右 置 e; ,然后 对 i 求 和 , 即 得 式 (1-8-28)。 
式 (1-8-23) 一 式 (1-8-26) 的 证 明 留 给 读者 练习 。 
除 前 述 的 点 积 和 又 积 外 ,并 矢 还 有 双 点 积 和 双 叉 积 , 这 是 两 并 矢 中 位 置 相同 的 矢量 之 
间 进 行 的 运算 。 


双 点 积 定义 为 
(ab):(cd)=(a* c)(b* d) (1-8-29) 
等 号 右边 是 两 个 标量 的 乘积 , 仍 是 标量 。 
双 又 积 定 义 为 
(ab)% (cd)=(aXc) (bXd) (1=8=30) 


等 号 右边 仍 是 并 矢 , 其 左 、 右 矢量 分 别 是 两 个 相 乘 并 矢 的 左 、 右 矢量 的 叉 积 。 
1.8.5 儿 种 特别 的 并 矢 
下 面 介绍 的 几 种 并 矢 在 理论 分 析 中 有 重要 的 应 用 。 


Q@ 对 称 并 矢 
若 A4 .a=a* A 对 任意 非 零 拓 量 a 都 成 立 , 则 4 为 对 称 并 矢 。 对 称 并 矢 4 满足 
Αι Γ-Α, (1-8-31) 
这 是 因为 , 按 4 的 行 矢 量 表象 ,有 
aa DD ed a Ya Mg 
而 按 4 的 列 矢量 表象 , 则 又 有 
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a “A αι 2D) Ανει- > 6 κ; ajA ji)e: 
i 7 i 7 i 


最 后 一 步 交换 了 i 和 j。 比 较 两 式 , 因 为 4. a=a. 4, 故 两 式 右 边 对 } 的 求 和 应 当 相 等 。 注 
意 到 Qj 任意 , 故 可 断定 Αν =A; ο 


由 式 (1-8-31) 可 知 ,对 称 并 矢 A 满足 ΑἹ --Α, 


@ 反对 称 并 矢 
若 4.a 一 一 a .4 对 任意 非 零 矢量 a 都 成 立 , 则 4 为 反对 称 并 矢 。 反 对 称 并 矢 A 满足 


Ai 一 一 Ai， A;=0 (1-8-32) 
式 (1-8-32) 的 证 明 与 式 (1-8-31) 的 证 明 类 似 , 不 再 重复 。 
显然 ,反对 称 并 矢 A 满足 47 二 一 4， 


@ 单位 并 矢 
单位 并 矢 工 的 矩阵 是 单位 矩阵 ,其 矩阵 元 为 
le σον 
其 中 6; 称 为 克 龙 尼克 (Kronecker) 符 号 。 
显然 ,I 属于 对 称 并 矢 。 
在 直角 坐标 系 中 
Ἱ--ειθ. | εις, | ε.α. (1-8-34) 
易于 看 出 ,对 任意 矢量 a, 都 有 
I.a=a. I=a (1-8-35) 
故 单位 并 矢 也 称 恒 等 并 矢 。 
并 矢 4 的 迹 定义 为 其 矩阵 的 对 角 元 素 之 和 ,用 |4| 表示 , 即 
ΙΑ| -- > Αν (1-8-46) 
显然 ,单位 并 矢 的 迹 11] 一 3。 
单位 并 矢 有 下 面 的 又 积 公 式 : 
ἸΧα-ΞαΧΙ (1-8-37) 
(Χα) .A=axA=(axD .4 (1-8-38) 
(IXa) .b=a. (IXb)=axb (1-8-39) 
IX(axb)=ba—ab (1-8-40) 


下 面 只 证 明 式 (1-8-40) ,其 他 各 式 证 明 方 法 类 似 ,不必 重复 。 
式 (1-8-40) 的 证 明 : 
设 I=ef, 则 
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ἸΧ(αΧδ)Ξ-ε[/Χ(αχθ)]ξ-ε[α({ « δ)--(α- ϱ)0] 
=etf ὅλα--(α- β)εὐξ-1 δα--α- ΙΠῬρ-εδα--αὗ 
证 完 。 最 后 一 步 利用 了 1-1. 


1.9 并 夭 的 微分 与 积分 


1.9.1 并 矢 的 微分 运算 


设 并 矢 4(D 一 a(C05( , 按 导数 的 定义 ,有 


dA_ ji， ac 二 ADBC 上 AD 一 aCDOBCD) 
11 
αἱ w=0 Διί 


i [α(1--δΔ1)-- α(ε) 1δ(1-- Δι) 
1ΤΏ 


ai)[ DC 十 Ai) 一 DC) ] 


Δι--0 Διί ας Δί 
da db 
ge γα σε (1-9-1) 


可 见 并 矢 的 导数 或 微分 仍 为 并 矢 ,运算 法 则 与 普通 函数 乘积 的 微分 运算 相同 . 
引入 并 矢 后 ,矢量 函数 也 可 以 有 "梯度 ” :矢量 函数 a 的 梯度 Va 是 并 矢 ,在 直角 坐标 系 
中 


aa 
”9% 


但 应 注意 ,矢量 函数 的 梯度 不 具有 标量 函数 的 梯度 那样 的 意义 ,二 者 只 是 在 形式 上 可 以 类 
比 而 已 。 把 a 一 eza; 十 eyay 十 eza: 代 入 式 (1-9-2) ,因为 e:、e,、e: 为 常 撩 , 故 式 (1-9-2) 又 可 写 
为 


Oe ος (1-9-2) 
并 ὃς 


ναπνίοαια. δια, θα.) ΞΝ α,6,-ἼΕΝ ἀνε, ΓΝ α.ο. (1-9-3) 
注意 ,最 后 一 式 中 ,各 单位 矢 必 须 放 在 右边 。 
特别 地 ,对 r 二 ez 十 eyy 十 ez , 按 式 (1-9-3) ,就 有 
V 7 一 Vze- ve ve ee oe tee,=1 (1-9-4) 
对 并 矢 也 可 以 进行 散 度 和 旋 度 运算 。 关 于 这 些 有 下 面 的 运算 公式 : 
VA=(V .A)et(V A,)e,t+(V . A.)e. 


aA, aA, , 3Α. αν. 
> πο δε (1-9-5) 
VXA=(VXA,)e,+(VXA,)e, (VXA.,)e. 
_ /34。 34， ΘΑ. aA:.\, /134， 3Α, ey 
πα ὃς | ο... ην τι δα ΗΠ 


其 中 A; 和 AE;( i 二 zx,y,z ) 分 别 为 4 的 行 矢量 和 列 矢量 。 
式 (1-9-5) 的 证 明 很 简单 ,不 再 次 述 。 这 里 只 证 明 式 (1-9-6)。 


利用 4 一 Ὁ) 4Aiei, 注 意 到 οἰ i 二 x,y,z ) 为 常 拓 ,VXe, 二 0, 故 有 
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ον 
Αι. Δ. Α 
242 ΘΑ, 93Α.,, 9Α. 3Α,, 93Α, 
“al αι, | ος ο ορ. --ο 


因为 


9A, 9Α, 9Α, 9Α. 
ΣΣ 0,( 95 θα ο 二 | 


Σ ο (5. 9Α., )e ey (55 ο.) 


9. ὃν 
于 是 有 式 (1-9-6) 。 证 完 。 


另外 还 可 有 
VA 人 + + -vy ‘A—VXvVXA (1-9-7) 
证 明 方法 与 前 面 类 似 , 故 从 略 。 


1.9.2 并 矢 的 积分 运算 
并 矢 的 积分 与 一 般 标量 函数 和 矢量 函数 的 积分 定义 相同 。 以 面积 分 为 例 : 


[4:48 -- imD A.as (1-9-8) 
下 面 给 出 几 个 常用 的 并 矢 积 分 公式 ， 
ᾗν αν. -- he . AdS (1-9-9) 
V 3 
[ν χ Αὰν = (he, x AdS (1-9-10) 
5 
[σκα.νχᾶ-α-νχνκᾶραν -faxvx .as (1-9-11) 
ν 5 


[τσχνκα '4--α- (νχναΑ)αν 
V 


= [ce, Χα) “VXAT(e, XVXa) .4]ds (1-9-12) 
5 


以 上 各 式 中 ，e, 为 闭 曲面 5 的 外 法 向 单位 矢 , 到 为 S 所 围 的 空间 区 域 。 
此 外 还 有 
φάι. ἃ -[- -ν Χ 445 (1-9-13) 


这 里 C 为 曲面 S 的 周 界线 , e 为 曲面 S 的 法 向 单位 和 撩 ,与 C 的 绕 向 成 右手 螺旋 。 


上 面 这 些 公式 都 可 以 由 相应 的 矢量 积分 公式 导出 ,以 式 (1-9-13) 为 例 : 
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由 斯 托 克 斯 定理 中 dl .A 二 上 χα. dS, 取 其 中 Α 为 人 的 列 矢量 人 CE 一 1,2,3 ), 则 


φ αι ΤΣ -[- «νχλιάς 
Ε 5 


等 号 两 边 右 置 6; ,然后 对 i 求 和 , 即 得 式 (1-9-13) 。 这 里 需要 说 明 的 是 ,上 面 把 〈VY xA;). dS 
写成 e。，(V X A,;)dS, 是 为 了 保证 在 右 置 e 后 ,点 积 只 发 生 在 矢量 Ον Χ Αι) 与 ej 之 间 。 
式 (1-9-11) 和 式 (1-9-12) 依次 被 称 为 第 一 、 第 二 并 矢 格 林 公 式 , 它 们 可 以 用 上 面 的 方法 
由 矢量 格林 公式 导出 : 
在 第 一 矢量 格林 公开 
Wxervxb-evxvxDdy = (h(axvxb ds 


有 


中 , 令 b 二 B;, 有 


| (VXa:VXB—a.VXvXB.)dy = ρε, (axvxB,)ds 
ν 5 
对 各 被 积 函 数 右 置 e; ,然后 对 i 求 和 , 即 得 式 (1-9-11)。 
在 第 二 矢量 格林 公式 


| Oe ne μμ 
中 , 令 b 二 A,, 并 交换 点 积 矢量 的 顺序 ,使 每 一 项 中 4A; 都 位 于 右边 ,有 
| [(YXYVYXa) «Α,--α-νχνκαι]ὰν 


= 中 [Ces Χα) «ΥΧΑι- (ΥΧα). (6, Χ Αι) ]ά5 
5 


= 由 [ce Χα). «ΥΧ Αι -Γ (6, ΧΥ Χα) «Α,]45 
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最 后 一 步 利 用 了 公式 a Xb.c 一 一 a Xc，b。 对 各 被 积 函 数 右 置 e，, 然 后 对 守 求 和 , 即 得 式 
(1-9-12). 


1.9.3. 正 交 曲线 坐标 系 中 的 并 矢 微分 公式 


按 行 矢量 表象 ,并 矢 有 一 eA, 十 ezhz 十 es4s, 它 与 矢量 A 一 ehi 十 ezAs 十 esh; 的 不 同 仅 - 
在 于 用 行 矢量 A, 替 换 了 后 者 中 的 各 分 量 A,。 因 此 , 当 对 并 矢 作 微分 运算 时 ,只 要 把 矢量 运 
算 相 应 公式 中 的 A, 换 成 行 矢量 ,就 可 以 了 。 这 样 ,由 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 公式 可 立即 写 
出 ， 


A 全 (hihzhs) 十 了 πο ο. (Ashha) | (1-9-14) 
ΓΤ ο 
Ke ᾖ26) hses 
部 一 (1-9-15) 


hihzshs | αι 94; 9g3 
hiA! ἦ;Α; hsA; 
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例如 ,在 圆柱 坐标 系 中 ,4 


το μη. δον ες Αιρ] 


ρ 
i A 1 34。 | 34. 
δι ἃ 8 ὃς 


πα ϱ]|9ρ ὃφ az 
Αρ ϱΑ, Α. 
在 球 坐标 系 中 , Α-- 6.Α, 1-624»--0,4.,, 
入 aA, 
Υ:«Α 53 -. Α, 二 Csin ΘΑ9) Ἔ τη Bap 
6, res rsin θὲ, 
οι ΠΕΟΣ μὴ 3 
σος 0lar 30 οφ 
Α.Α, rsin θΑς 


下 面 导出 v24 在 圆柱 坐标 系 的 计算 公式 。 为 此 需 先 写 出 να 的 公式 。 


在 圆柱 坐标 系 中 
ViA=V + (ο, +e +e 2 ) erAst erAs) Εν: (eA.) 
ρ Ορ Φ p99 z ος ρ Φ ς΄ 
因为 
9 9 9 
V* (e, δρ ἐν τρως ὃς) (6 Λ,) 
9Α 19Α Α 9Α 
--ν ως, ὃ “十 eve。 ὃφ | ψΕῳ----|-θ.α, -- 
A 19Α, 29Α, 19ἱΑ, Α, 97 Α, 
μα 9 Ἔθε ο) ορ ΓΩ ο ο θε 
Α 2 9A 
Ν.Α, = ο 9 ο -- 
9 9 9 
ν-(ε, ο ος τε, 25) (ονΑ,) 
9Α 19Α Α 9Α 
= (ee， ινα φΕφ γ᾽ ereop μα. φας 
.. ΘΑ. 1 9Α; 29Ας 1 οἳΑ, 9 A, 
ep 9ρ᾽ es p ap ΩΣ; ap 十 er ϱ οφ 9 十 ep ο 
Α 29Α 
一 ep V“4, 一 e。 ---ᾱ, τη 
γ2(6,Α.)--ε, Υ2Α 
所 以 
A, 99 Α 
2 gaa 2 Pp Φ 2 一 一 了 十 Es 
v2A (ν να )ε,--(ν 4 一 全 fe)e, 十 (V2A。)e。 


eho 十 ephop 十 eA, 由 式 (1-4-7) 和 式 (1-4-8) 即 可 写 出 ， 


(1-9-16) 


(1-θ-}7} 


(1-9-18) 


(1-9-19) 


(1-9-20} 
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这 样 ,对 于 并 矢 A=e,A,+e,Aste.A. ,就 有 


ος 8 9 
ν-Α-- (YA 一 学 一 人 jen 十 (了 4r 一 ας λε ,十 (V24.)e。 


ρ᾽ ϱ 9φ 
类 似 地 可 以 导出 ,在 球 坐 标 系 中 


24， 2cot0, 294, 2 34 
2 A | ; 
V2A (ν Α, γ2 γᾶ 人 γ 90 risin09ag λε 
294, As 2οο5094Α, 
时 οσοι 96 τὸ sin20 γ᾽ sin20 οφ )*+ 


9Α, Ας 2605 ϐ 9Αυ 
(ν' St μη θ9φ 72sin20 τ᾽ sin2039 ο 
1.9.4 常用 并 矢 计算 公式 


为 便于 读者 查阅 ,下 面 列 出 了 一 些 较 常 用 的 并 矢 计算 公式 。 
Φ 乘法 公式 
αχ hxXA)=b(a AACa. b) 
(ab—ba) .c=(bXa)xXce 

α- A ὑΞ-ὺ - Αἲ -α 
(1Χα) «ῥ-α-(1ΙΧὂ)ΞαΧὂ 
(Χα) - Αα Αα .Α 

IX(bpXa)=ba—ab 


@ 微分 公式 


9 9 
Vy a=e, te κα, Ξναιε, ΤΝ ἀνε, Εν α.θ. 
党 ον 


-- 


vr=I 
Vlab)=(V a)bi+(aVv)'b 
VlaXb)=(Va)Xb—(Vb)Xa 
V*Va=0 
dr*Va=da 


σ-Α--(σ- A)et+(V .A,)e,+(V .A.)e. 


ΘΑ. 94， 9Α 
ΠΕΣ τ ὃν 号 9 之 


本 


-» 2 2 -- -- 
V24 一 σας ο. νν -Α-ΥΨΧΥΧΑ 
VXA =(VXA,)es+(VXA,)e,+(VXA.)e. 


_ /a4. 84, 8Α. δΑ. 8Α, 9Α, 
σε ον ολ ερ ηλ. ο. το. 


30 


(1-9-21) 


(1-9-22) 


V.VXxA4A=0 
VC 
νο (αὐ-- ὕα)ξν Χ(αΧ 0) 
πο (αχ A vA 


-- 


νυΧ(ΑΧα)-(ΥΧΑ)Χα- Υαξα 


νχώι)-νχι 


νχνκ(ή)-ψχόχι)-γγϕ--γοΦὶ 


在 圆柱 坐标 系 中 
2 Αρ )est CVA)e. 


ος Α 29Α Α 
2 2 Pp Φ 2 Φ 
vA (ν Α; τν κ᾽ )ε, (ν ρε. ιν. Er 
在 球 坐 标 系 中 
和 2A, 2cot 0 2 9Α) 2 94 
οκ. 2 r φ 
τ (v Ἂς γ᾽ γ᾽ Αν ν᾽ 890 τζιπ θοφ je 


2 9A Αος 2605 09Α 
2 τ Ῥ | 
(ν αν 90 σ᾽ sin20 γ᾽ sin20 99 )e | 


2 9Α A 2cos 0 9Α.) 
2 γ᾽ φ 
(ν Δα πα θ9Φφ σ᾽ sin20 γ᾽ sin2030p je 


@ 积分 公式 
ba 5 -[- :VX Ads 
Q 


| avya= acQ) --α(Ῥ) 
卫 
由 wear = (hevads 
V 5 
由 y .aav = ο, - λας 
ν 5 
[[ν κλαν = (he, x Ads 
5 
[σκα-νχβ-α-νχνχΏραν = ᾧ (αχν x «ᾱ8 
ν δ 
[τσκνκα σαν (σχνχα]ὰν 
ν 


= 是 [ce χα) ο ο χόα) :A Ts 
5 
习 3 1 


1.1 证 明 式 (1=2=13》。 
31 


32 


πὰ 5ο οι αὃ» ο ο 


若 A 、k 为 常 矢量 , a 为 常数 , 求 矢量 函数 二 Ae*'' 的 散 度 。 

证 明 式 (1-3-10) 一 式 (1-3-12) 和 式 (1-3-14) 。 

试 证 明 VX (he*') 二 akXAe*'', 其 中 A 、 为 常 矢量 , a 为 常数 。 
证 明 式 (1-5-9) 和 式 (1-5-10)。 

分 别 在 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 中 求 三 个 单位 矢 的 旋 度 。 

证 明 式 (1-8-23) 一 式 (1-8-26) 。 


第 2 曹 复 变 函数 概要 


复 变 函数 是 电磁 场 分 析 的 常用 工具 。 本 章 首先 简要 回顾 复 变 函数 与 解析 函数 的 基本 
知识 ,然后 介绍 复 积 分 (特别 是 割 线 积分 ) 的 方法 .解析 延 拓 的 概念 等 知识 ,还 要 介绍 Γ᾽ 函数 
的 一 些 常用 公式 ,为 后 面 的 学 习 和 应 用 作 一 些 必 要 的 准备 。 


2.1 复 变 函数 与 解析 函数 


2.1.1 复数 复 向 量 复 变 函数 


ZOy 平面 上 的 点 (z,y) 可 被 表示 为 一 个 复数 zx : zx 一 z 十 iy, 其 中 i=v 一 1L 为 虚数 单位 。 
z 也 可 以 表示 为 指数 形式 : z==re”, 其 中 vr 为 z 的 模 , 9 为 z 的 辐 角 。 
对 复数 而 言 ，zOy 平面 被 称 为 复 平面 。 既 然 点 (x,y) 可 被 表示 为 复数 ,那么 ,zxOy 平 
面 上 的 矢量 A=e,A, 十 e,A, 也 同样 可 表示 为 复 平面 上 的 复 向 量 : A=A, 十 iA,。 
以 复数 为 自 变量 的 函数 称 为 复 变 函数 。 复 变 函 数 的 值 一 般 也 为 复数 ,可 表示 为 
f(z)= {ία Γἱιγ)τα(αιγ) Εἶυ(α, γ)Ξ-Κες (2-1-1) 


2, 1.3 解析 函数 
设 h 为 一 复数 ,如 图 2-1-1 所 示 。 若 对 函数 f(z), 极 限 人 
ο ο απ τον 


趋 近 于 z 无关, 则 称 f(z) 为 z 的 解析 函数 ,并 定义 此 极限 为 
df 
ἀσ’ 
简 言 之 , 若 f(z) 在 点 zo 的 导数 存在 , 则 f(z) 在 处 解析 。 
例如 ,e* 是 解析 函数 ,因为 


a πη; πιο τος 
人 lim(1 十 衣 十 |e 


显然 该 极限 与 的 辐 角 无 关 。 


图 2-1-1 复数 z 与 有 
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又 例如 , jz) 一 zZ 一 i 二 z 不 是 解析 函数 ,因为 


(2 δε wh Δ ....-. 
h h πλ. 
ο ο ---- - 
2.1.3 柯 西 - 歼 曼 条 件 
复 函 数 f(z) 对 应 于 两 个 实 函数 : 
fz)=ul(z,y) tiv(zr,y) (2-1-2) 
车 f(z) 解析 , 则 按 解析 函数 的 定义 ,可 写 出 
1! 9w .9 ο 
τ. Ἔπ ( 即 dz 一 dz) (2-1-3) 
αγ], ἃν... ὃν > τῷ 
rp αν οσο ( 即 dz 一 idy) (2-1-4) 
两 式 的 左边 应 相等 , 故 有 
gu__9v dw ὃὂυ τη 
μι ος - (2:1:5) 
此 即 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 条 件 ( 简 称 C-R 条 件 ) 。 
由 此 又 有 
Viu=0, Vi20 一 0 (2-1-6) 


其 中 Vt 为 二 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 符 。 可见 ww 和， υπνο 
条 件 相 联系 的 ) 二 维 调和 函数 。 
2.1.4 解析 消 数 的 物理 解释 


将 ΟΚ 条 件 , 即 式 (2-1-5) 的 两 式 相 乘 ,有 


9ι9υ  ϑμϑυ __ a 
Be Ἴοον τ παν (2-1-7) 


这 表明 二 维 矢 量 Vw 和 Vw 相互 正 交 。 因 为 Vu 和 Vw 分 别 垂 直 于 等 值 线 族 ε(α,γ)-- 常 
数 和 υ(α,ν)-- 常数 , 故 知 等 值 线 族 u(x,y) 二 cl 和 v(x,y) 二 cz 也 相互 正 交 。 

另外 ,在 无 电荷 的 静电 场 中 ,电势 $ 满足 V*$= 二 0, 故 不 妨 将 式 (2-1-6) 中 的 x 看 做 电势 。 
于 是 (αν) 的 等 值 线 族 就 是 等 势 线 族 。 由 于 电力 线 与 等 势 线 正 交 , 故 知 wCz,y) 的 等 值 
线 族 就 是 电力 线 族 。 因 此 ,解析 函数 在 平面 静电 场 问 题 中 可 被 看 做 复 势 , 它 把 电势 和 场 强 
一 起 描绘 了 出 来 。 

当然 ,也 可 以 指定 υ(α,ν) 为 电势 ,这 样 wxCz,y) 的 等 值 线 族 就 是 电力 线 族 。 因 此 ,一 
个 解析 函数 可 以 解释 为 两 种 不 同 的 平面 静电 场 。 例 如 ,对 于 函数 f(z) 二 lnz 二 lnr 十 9, 若 令 
其 实 部 代表 电势 $, 即 $= 二 ln r, 则 电力 线 的 方程 即 为 0 一 常数 。 场 的 分 布 如 图 2-1-2 所 示 , 它 
描写 一 根 垂直 于 纸 面 的 无 限 长 的 均匀 带电 直线 周围 的 电场 分 布 。 
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图 2.1.2 电力 线 9 一 常数 图 2.1.3 电力 线 > 一 常数 


119 f(z) 的 虚 部 代表 电势 , 即 % 一 0, 则 电力 线 方程 即 为 Inr= 常数 。 场 的 分 布 如 图 
2-1-8 所 示 , 它 描 写 的 是 一 张 双 面 甫 铜板 , 当 上 表面 电势 % 0, 而 下 表面 电势 $ 二 2x 时 , 数 铀 
板 边缘 附近 的 电场 分 布 。 

由 复 势 w 二 wu 十 iv 也 可 以 得 到 二 维 电场 强度 矢量 的 复 表 达 式 。 假 定 以 实 部 “代表 电 
势 , 则 复 场 强 为 


e+ 
最 后 一 步 利 用 了 CR 条 件 。 又 因为 52 一 经 二 i 32, 故 得 
ἀπο" dw 
Επι ΙΕ[-|45| (2-1-8) 
此 即 电场 强度 矢量 的 复 表达 式 。 


2.2 复 变 函数 的 奇 点 


复 平面 上 不 解析 的 点 称 为 奇 点 。 在 奇 点 ,函数 值 或 为 无 穷 大 ,或 不 定 。 例 如 对 于 f(z) 
παλ ，z 一 4 即 为 奇 点 , 除 a 点 外 ，f(z) 处 处 解析 。 
奇 点 可 分 为 极点 、 本 性 奇 点 和 支点 。 


2.2.1 极点 本 性 奇 点 孤立 奇 点 


若 
f(z) A 平 Αι Α.ι 


(z—a)” (z—a)"™! |z—a 
则 α 为/(z) 的 阶 极点 。 一 阶 极点 也 被 称 为 单 极点 。 
车 w=, 则 a 为 了 (z) 的 本 性 奇 点 。 若 f(z) 在 a 点 外 的 任意 小 邻 域 中 处 处 可 导 , 则 
a 为 孤立 奇 点 ,否则 为 非 孤 立 奇 点 。 
例如 ,对 于 f(z) 一 (sin 二 ) ，z 一 0 是 奇 点 。 但 2 一 十 (n 为 整数 ) 也 是 奇 点 ,它们 以 


z 二 0 为 极限 点 , 故 一 0 是 非 孤 立 奇 点 。 


十 4 十 A， (z 一 Q) 十 … (2-2-1) 
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f(z) 在 无 穷 远 点 z=>oo 的 解析 性 (例如 ,是 几 阶 的 ,是 孤立 的 还 是 非 孤立 的 ,等 等 ) 可 通 
过 令 zz 二 1/z, 将 f(z) 变换 为 FCz1), 由 F(zi) 在 z= 二 0 处 的 解析 性 得 知 。 例 如 z= 二 oo 是 
的 二 阶 极点 ,是 的 本 性 奇 点 。 

若 f(z) 在 = 一 4 点 不 确定 ,但 limf(z) 存在 , 则 称 a 点 为 1(z) 的 可 去 奇 点 。 对 于 可 
去 奇 点 ,可 定义 fla) 二 limf (2) , 故 可 去 奇 点 一 般 不 按 奇 点 对 待 。 


2.2.2 支点 8 黎 曼 面 


支点 产生 于 复 变 量 辐 角 的 多 值 性 。 
设 a 为 任 一 复数 。 因 为 z 一 a 一 1z 一 a|e**t””(n 为 0 和 整数 ) ,如 图 2-2-1 所 示 , 故 有 
Cea) le al ere 
Viz—ale”? ( 当 n=0,2,4,…) 
= (2-2-2) 


-ψ]ς-α[ς” (1 π--1,8.δ»'»») 

每 当 变 点 z 环绕 a 点 一 周 , 即 p 增加 或 减少 2r, 式 (2-2-2) 给 出 的 函数 值 就 改变 一 次 。 因 此 
a 点 是 〈z 一 aa) 的 支点 。 

同样 ,因为 

ln (z—a)=1n |z 一 &| 十 这 2 十 27277 (2-2-3) 

故 a 点 也 是 ln (z 一 a) ΠΧ Νο 

若 环 绕 a 点 m 周 后 函数 值 复原 , 则 称 a 点 为 函数 的 m 一 1 阶 
支点 。 因 此 , a 点 是 函数 〈(z 一 a)“ 的 一 阶 支点 ,是 函数 ln (z 一 a) 
的 无 穷 阶 支 点 。 

为 明确 多 值 函 数 的 取 值 范围 ,可 在 复 平面 上 从 支点 开始 向 任 
一 方向 作 一 条 制 线 , 只 要 z ΒΙΑ, f(z) 就 是 单 值 的 ;而 若 越 
过 制 线 ,， f(z) 就 进入 另 一 个 取 值 范围 。 形 象 地 说 ,越过 割 线 就 进 

图 2-2-1 复数 z-a 人 了 另 一 个 复 平面 , 它 与 前 一 复 平面 的 辐 角 范围 不 同 。 这 些 以 割 
线 为 交界 线 的 假想 的 复 平面 称 为 黎 曼 (Riemann) 面 。 在 每 一 黎 曼 面 上 ,f(z) 都 是 单 值 的 。 


2.3 解析 函数 的 有 关 定理 


2.3.1 柯 西 定理 


柯 西 (Cauchy) 定 理 叙 述 如 下 : 设 ο 为 复 平 面 中 的 一 条 闭合 回路 , 若 f(z) 在 C 上 和 C 
内 解析 ， 则 必 有 


Pf) de -0 (2-3-1) 
证 因为 f(z) 一 uw 十 iv 在 C 上 解析 , 故 wm 必 在 C 上 连续 ,于 是 可 写 出 
Pf (2) d= utiv) Cdztidy) 
C ἴ ο; 
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-- Cudz—vdy) TiCwdztudy) (2-3-2) 
利用 斯 托 克 斯 公式 ,可 写 出 
rd- [655 (5535) ἀεἀν- ες ὃν “)άτάν (2-3-3) 
因 f(z) 在 C 内 解析 ， u、v 满足 C-R 条 件 ， ν΄; 0。 定 理由 此 得 证 。 
推论 在 解析 区 域内 ， 上 了 (z)dz 与 积分 路 径 无 关 。 故 只 要 路 径 不 碰 到 奇 点 , 则 积分 路 
径 可 以 任意 改变 。 
2.3.2 留 数 与 留 数 定理 


Ὁ 留 数 (residue) 
若 f(z) 在 a 点 有 m 阶 孤立 极点 : 
A ο η 


二 τα ποκα. Ἓ A A a) (2-3-4) 
则 系数 A-_1 即 为 f(z) 的 留 数 , 记 为 resf(a)。 
(Ὁ) 留 数 的 求法 
因为 
(z—a)”f(z)==A_ ΓΑ ας υ(σ--α)------- 
Α. ι(-- αλ” 十 A (Cs 一 0 十 … (2-3-5) 
所 以 
1 地 mm 人 二 αμα κ α)” Γ(2)1ΞΑ |ξ-τες[(α) (2-3-6) 
此 即 留 数 的 计算 公式 。 特 别 地 , 若 a 为 单 极点 , 即 πι 1» 
resf (a) =lim[ (z—a) f(z)] (2-3-7) 
另外 ,车 
fw) (2-3-8) 
其 中 ,Pl(a) 关 0, Q(a) 二 0, 但 Q (a) 关 0 ( 撤 号 表示 对 = 求 一 阶 导数 ) , 则 由 式 (2-3-8) 有 


resf(a) =lim| ο 


: P(z) 
— lm et | (2-3-9) 
Ες A A 


(这 一 2 


[5123-11 求 ο -- 在 = 一 zz (n 为 整数 ) 处 的 留 数 。 


解 ”因为 sin ππ-- 0, ΠΠ (sin α)΄ --οο5 z 在 > 一 zz 处 不 为 0, 故 得 
1 η] 


resf (ή) 一 ]im 一 一 一 一 一 
f --πα( SiN 5) COS nn 


=(—1)" 


【 例 2-3-2】 求 /一 [Ti 在 x 一 i 处 的 留 数 。 
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解 ” 显 然 z==i 是 f(z) 的 三 阶 极 点 。 按 式 (2-3-6) ,有 


d? (z—i)’ τμ ἡ ης. 
σας πε (αἱ τη], 四 re 16 


@ 留 数 定理 
考察 /(z) 一 > a 在 这 时 针 回 路 ο 上 的 积分 /<)dz， 


先 设 C 内 除 孤 立 奇 点 a 外 再 无 其 他 奇 点 ,于 是 C Ἡ 可 改变 为 以 a 为 心 ,半径 为 r 的 圆 
C ,如 图 2-3-1 所 示 。 因 为 在 C' 上 , z 一 a 二 re*, dz 二 ire*dg, 故 有 


2π 

ϕ (ς--α)" ας -- | et pride 
0 

c 


0 (NO 1) 
-| (2-3-10) 
2xi (π----1) 
于 是 
Pf) de= 2 4 中 (z 一 和)"dz 一 27iA_， (2-3-11) 
人 στο σ 
或 
Pf de = 2xiresf (a) (2-3-12) 
[6] 


再 考察 C πε “ΠΥ τι πρ... 


其 中 Gi 为 包围 奇 点 改 的 道 时 针 回 路 ,如 图 2-3-2 所 示 。 于 是 C 内 无 奇 点 。 由 柯 西 定理 式 
(2-3-1)， 即 有 


入 cpdz- Σφλώλάε--ο (2-3-13) 
C 二 


图 2-3-1 积分 回路 C 和 C 图 2-3-2 ”积分 回路 C 和 C 


按 式 (2-3-12) ,有 Pf C2) dz=2riresf (as) , 故 有 
6, 


Pf) de = oy (2-3-14) 
C ᾱ--1 
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此 即 留 数 定理 。 注 意 ο 的 绕 向 规定 为 逆 时 针 。 
2.3.5 柯 西 积分 公式 


设 有 函数 $(z) 一 455} “和 回路 C,， f(z) 在 C 上 和 C 内 解析 .于 是 ,车 a 点 在 C 内 , 则 
a 为 $(z) 在 C Te κὠνωὟαἲἴοοο ον τεβφία) 一 f(a), 即 有 


中 wz)dz - ϕ [de = 2rires pla) -- 2nif(a) (2-3-15) 
心 Ε 
由 此 有 
1 
Fea νο (2-3-16) 
或 写 为 
1 
ο -Ξ Dr dé (2-3-17) 
此 即 柯 西 积分 公式 。 
由 式 (2-3-17) 又 有 
(nm CD κ. αν σας, 
δις Bi (n= 09192...) (2-3-18) 


2.3.4 泰勒 (Taylor) 定 理 


若 f(z) 在 圆 域 |z 一 a| <R 内 解析 , 则 f(z) 可 在 此 域内 展开 为 绝对 收敛 日 一 致 收敛 
ΕΡΜΗ. 


κό (n) 
fez)= ΣῚ Cz a)” (2-3-19) 


证 设 z 为 圆 域 |z 一 a| «κ 内 的 任意 定点 , 则 可 将 式 (2-3- 
17) 中 的 积分 回路 C 取 为 | 5 一 a | 二 r<R 的 圆周 , 它 把 = 点 包围 在 


内 ,如 图 2-3-3 所 示 。 注 意 到 
0... CY 
5 一 > ἕ--α-ίσ--α) 


{5 一 (2-3-20) 
(ζ--α)( τ 
一 一 1, 根 据 公式 
22. (|z|=1) (2-3-21) 
3 一 0 


z 一 a\ 1 « (5-αγ" 
νο ο 2, 5η 
该 级 数 在 C 上 一 致 收 剑 。 因 为 外 。 在 C 上 有 界 , 故 级 数 乘 以 Ὁ 后 依然 在 C 上 一 致 收 
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Αχ. λε (2-3-20)ΠΓ ΕΝΑΕ C 上 一 致 收敛 的 级 数 : 


人 Σ (τ--α)" ο. ο στι 


代入 式 (2-3-17) ,有 
1 ΓΣΕΕ ~ f (0 
τρις τα Σα α)” στι τε αὐτὰ 
再 利用 式 (2-3-18) , 即 得 式 (2-3-19) 。 


证 完 。 
综合 式 (2-3-19) 和 式 (2-3-18) ,可 知 在 圆 域 |z 一 a | 二 R 内 ,有 
-..α. ᾱ- i CDA .- 
Fn = 2 (ee) $a (2-3-22) 


2.3.5 刘 维 尔 (Liouville) 定 理 


车 f(z) 处 处 解析 且 有 界 , 则 f(z) 为 常数 。 
证 设 a 为 复 平面 上 的 任 一 点 。 因 为 f(z) 解析 , 故 按 式 (2-3-18) 有 


αἱ ιδ 
f(a = 去 Pea) 


取 C 为 以 a 为 圆心 ,半径 为 R -ce 的 圆 ， 则 在 ς ΕΗ Σξ-αξκε. ΤΕ ΕΝ 


αφ [. 2π - 
f= τ; sfiRerdg 一 ER TCDe "dy 


因为 f(z) 有 界 , 可 设 οι «Μ (M 为 有 限 常 数 ) ,于 是 有 
ο ἁφ-Κ 9 
又 因 a 任意 , 故 对 任 一 点 ε,. ἘΠ 了 f(z) 一 0, 即 FCz) 一 常数 。 
证 完 。 
按 该 定理 ,作为 有 界 解 析 函 数 f(z) 一 x 十 i 的 实 部 和 虚 部 ，v(z) 和 z(Cz) 必 缘 为 常数 。 
因为 在 整个 平面 上 它们 处 处 满足 Vu 一 0, Vv 二 0, 故 可 知 处 处 无 电荷 的 静电 场 必 为 均匀 场 。 


2.4 利用 留 数 定理 求 积 分 


留 数 定理 在 计算 积分 中 有 重要 的 应 用 。 以 下 是 几 种 常见 的 类 型 。 
类 型 1 ]-- be Rsin θ,οος θγάθ, Ἐ πα ΕΒ sin9 和 cos9 的 有 理 函 数 。 
令 z= 二 e”, 可 将 积分 写 为 


fs 人 (三 | (2-4-1) 
其 中 ,C 为 以 原点 为 圆心 的 单位 加 (因为 |z| 王 1), 绕 向 逆 时 针 。 于 是 由 留 数 定理 即 有 
]--2πὶ Σ) resf(z) (2-4-2) 


ΟΝ 
这 里 
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一 】 


ο πα ΕΕ 和 
f(z) Rl : ) (2-4-3) 


ον ο Ὁ 
类 型 2 1 二 | Q(z)dz, 其 中 Q(z) 为 单 值 函 数 , 它 在 实 轴 上 只 有 有 限 个 单 极点 ,在 上 
半 平 面 除 有 限 个 奇 点 外 处 处 解析 。 在 整个 上 半 平 面 , 当 z>oo 时 , z Q(z) 一 致 趋 于 0。 
暂 设 实 轴 上 只 有 一 个 单 极点 z==a， 
则 所 求 积分 为 
I= 血 [六 + ,Qa | = lim [$— | —| Qcwaz| (2-4-4) 


其 中 
Pac I | +| Pt (2-4-5) 


回路 C 如 图 2-4-1 中 所 示 。 


-R 
图 2-4-1 积分 回路 C 与 实 轴 上 的 极点 a 
当 Roo,e>0 时 , C 包围 了 上 半 平 面 中 的 全 部 极点 ,于 是 


PQ dz = 2ri Σ) resQcz) (2-46) 
ο 上 半 平 面 
又 因为 R>oo 时 , zQ(z) 一 致 >0, 故 
| ecoduz = | ecoieae~。 (2-4-7) 
0 


现在 看 C: 上 的 积分 。 在 ΟἜ Σ--αἼ-εε”, dz 二 iee*d9。 因 为 a 是 Q(z) 的 单 极 点 , 故 
可 将 Q(z) 写 为 


OWL tp) py (2-4-8) 
ο τα, Eee 
其 中 ,P(z) 是 Q(z) 的 解析 部 分 。 于 是 , 当 e->0 时 ,有 
| Qa | [ες Qa ep κ 44 ----πιἑεοΏζαἣὃ (3-4-9) 
| ; 
综合 以 上 ,可 以 得 到 


T=2xi > res Q(z)+ Xxires Q(a) 
ΕΠ 
推广 到 实 轴 上 有 多 个 单 极点 的 情况 , 则 有 


Ι--2πὶ py resQ(Cz) 十 ri 3 resQ(Ca) (2-4-10) 
上 半 平 面 实 轴 
(1 2-41] 求 I= ᾗ τοτε 
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ο (zx? ο. 
ΑΝ [| 1 ΑΡ M4 一 1 
因为 Q(z) re ὃς ἐσρρ 在 实 轴 上 无 极点 ,在 上 半 平 面 仅 有 一 个 极点 z==i。 


es OC = ο 见 2. 3 节 例 2-3-2, 故 得 


με dz 1 dz 
[Ρ|2-421} ΚΙ [ (αἲ--1} ἃ }..α (αὖ--1 037 


1 1 A 


解 ” 因 为 Q(z) 


点 ε-- ΕΙ ΠΠ τοςθ(1)-- {εν τονΏς--α)-- --ᾖειΒι 1:50. 
应 特别 注意 一 种 情况 , 即 
ο 
若 Q(z) 在 zco 处 一 致 趋 于 零 , 则 有 
οπὶ ΣΙ τος ΓΩ(2)ε”- Cm>0) 


| ΕΤΗ | Σ, τος [Q(z)e™ ] (2-4-11) 


2πὶ ὋΝ τος ΓΩ(α)ο“ |(m=0) ο 
ο. 


只 需 证 明 等 号 右边 第 一 项 。 为 此 , 先 要 证 明 以 下 约 当 (Jordan) 引 理 : 
若 120. Η. Q(z) ο. zco 处 一 臻 趋 于 零 ，Cg 为 以 原点 为 心 ,半径 为 R 一 oo 
的 上 半圆 周 ( 如 图 2-4-1 所 示 ), 则 


[πα [ο (αγε” άς--0 6-1 19) 
ας 
证 在 Ce 上 , z= 二 Re*, 0 过 9x。 由 假定 知 ,对 于 给 定 的 任意 小 量 s 盖 0, 只 要 κ 足够 
大 ,总 有 |Q(z) | 二 e。 于 是 有 
I = | [Qe dz 
=| 


a | Q(z) | E@—mRsin 0 | dz | 
CR 


π π/ 
<eR| ead = aR | ggg 
0 0 
这 里 已 利用 |e™ | 一 exw%，|dz| 一 Rdg。 
因为 在 0<0<w/2 上 ,有 ος  ἆ θεοί 0, 故 


π/2 2 π 
lo 过 otradd -- ε (1 = ne) 
0 21 


令 se-~0, 即 有 Tc, =0。 定 理 得 证 。 
现在 证 明 式 (2-4-11) 。 若 mm>>0, 根 据 上 述 约 当 引 理 , 可 给 积分 工 添加 路 径 CR ,从 而 对 
积分 的 贡献 来 自 实 轴 和 上 半 平 面 的 极点 。 这 就 证 明了 式 (2-4-11) 中 πιο 的 情况 。 
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3 wm<0, 则 只 需 在 式 (2-4-12) 中 令 = 一 一 内 ,使 em 成 为 aln1” ,于 是 在 w 的 上 半 平 面 
大 圆 弧 上 的 积分 为 0。 但 z' 的 上 半 平 面 即 > 的 下 半 平 面 ,因此 可 在 积分 工 中 添加 路 径 C， 
CR 是 以 原点 为 圆心 ,半径 为 R->oo 的 下 半圆 周 。 从 而 对 积分 的 贡献 来 自 实 轴 和 下 半 平 面 
的 极点 。 虽 然 现在 积分 回路 成 为 顺 时 针 , 但 由 于 dz 一 一 dz , 故 积分 结果 符号 不 变 。 这 就 证 
明了 式 (2-4-11) 中 mm<0 的 情况 。 


[012-431 求 [= | ”zsin mazdv 


CE ; 


5. 被 积 函 数 为 偶 函 数 , 故 


[人 αίππια -- ας ὑπ 
Ισ απο -- 3m| ese dz 
ΡΟ) τεμ 在 上 半 平 面 只 有 一 个 单 极点 z 一 ai, 在 = >co 处 一 致 趋 于 零 , 在 实 轴 上 


无 极点 , 故 按 式 (2-4-11) 有 


ος 
μα imz ῃ mz πρ 
一 ES ( e ) 一 Tie 
| 42 }-αἲ R= \ -µ-ῷρ 


所 以 


—ma 


I=Ze 


εδ Π-- a xz” Q(z)dz, 其 中 a 为 非 整数 实数 , Q(z) 为 单 值 函数 , 它 在 正 实 轴 以 外 


的 全 平面 上 除 有 限 个 单 极点 外 处 处 解析 。 在 0<arg <2x 中 "9 50 和 >-~co 时 ，| >*Q(Cz)| 
= 

注意 这 一 类 型 与 前 两 类 不 同 。 由 于 a 不 是 整 
数 , 当 按 复 积分 考虑 时 , ε--0 和 z 二 oo 都 是 ze 
的 支点 。 因 此 必须 从 z=0 到 > 一 co 作 一 割 线 , 以 
限定 积分 时 z 的 取 值 。 

取 割 线 沿 实 轴 , 规 定制 线 上 上 岸 arg «--θ. 35 
假定 Q(z) 在 正 实 轴 上 只 有 一 个 单 极点 z= 二 a。 取 
闭 曲 线 C 如 图 2-4-2 所 示 , 其 中 ζ--οο, τι. rz ΕΙ 
一 0, 使 得 Q(z) 在 正 实 轴 外 的 极点 全 在 C 内 。 于 
是 有 

L= 中 aczdz 一 2ri res[z” !Q(z)] 


© οι 


(2413. 2.42 绕 过 制 线 和 极点 的 积分 回路 C 
按 图 2-4-2, Ic 训 写 为 
| Μο πμ ο... 


下 标 分 别 注 明了 各 段 路 径 ,“ 上 ”“ 下 ”表示 制 线 的 上 岸 和 下 岸 。 下 面 分 别 讨论 各 段 的 积分 。 
首先 ,因为 在 Cx 和 Ci 上 ,| zQ(z) | 一 臻 ~ 0, 与 类 型 1 的 情况 同 理 , 有 


| 一 0， | 一 0 (2-4-19) 
Ck Ga 
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其 次 ,在 割 线 上 岸 ， Ke 一 Zz, 在 割 线 下 岸 ， χ-- πε΄", ΠΠ Q(z) 单 值 , 故 在 τι 02 一 0 
时 ,有 


ο. 3 | [κ QD (πε ο()]άτ 


= (1 -- ο) [ α-Ω(α)άχ (2-4-16) 
0 
[η] 88. 1Ε γι ---θς Κ--- 99 时 有 
[ +| (1 — epzm) 人 zl1QCz)dz (2-4-17) 
25 2 下 a 


现在 看 Ic 4 ,在 C: 的 上 半圆 周 , σ--αΓεε, 0 过 9 之 "。 因 为 z= 二 a 是 QCz) 的 单 极点 ， 
故 可 写 出 


Oe) = Ti， 


其 中 ,PCz) 是 Q(z) 的 解析 部 分 。 于 是 在 αμα 
2" ἸΩ(π)ὰκ = (a Fee) ο. 
εε 


十 也 (%) (2-4-18) 


= (a+ee’)"! [resQ(a) + εεἵῬ (5) ]ἱάθ 
因为 P(z) 解析 , 故 当 e->0 时 ,该 项 对 积分 的 贡献 为 0, 所 以 有 
[ο -- | airesQ(Ca)id0 =— πία" !res Q(a) (2-4-19) 
再 看 Tcrf 。 在 Cs 的 下 半圆 周 , z==ae” 十 ee”, πεθε-2π, 
Ot ds = tae ee Κα + Pz) ]εε"αὐ 


= C0 | et ΓσεβΏ(α) -}- εεὐῬ(α) idd 
于 是 当 e->0 时 ,有 
[ -- κ α"' οὖρος Ω(α)ἰάθ =— πία”-'εὖ τες Ω(α) (2-4-20) 
综合 式 (2-4-15) -- 式 (2-4-17) 和 式 (2-4-19)、 式 (2-4-20) ,可 得 
1 = de") | α"ἸΩ(α)άς-- πὶ(1 + οἳ λα” τονΏ(α) 
右边 第 一 项 T, 故 有 
ος τας 一 [Cr 十 ri(1 十 ez )a ἹτεςΟ(α) ] 


τν δν 


i ή. res[ ze Q(z)] 二 rie™ (e '™ --- εἰ) res es[z Q(z)]) 


Ξ------ δ) res[(—z)"!Q(z)]— ποοῖ απτες [5 Q(z)] (2-4-21) 


sin ar 后 
上 面 最 后 一 式 利 用 了 一 e = 二 (-1) ο 
若 正 实 轴 上 有 若干 单 极 点 , 则 式 (2-4-21) 应 改 为 
π 


Ι---- > τες [(— 2) Q(z) | — πεοί απ SD res [ο Ο(5)] (2-4-22) 


51η απ ΓΤ ΓΕ 


【 例 2-44} 证 明 欧 拉 (Euler) 积分 公式 
| 2 dz = ἕο (0 «ας 1) 


ο 工 十 工 Sin πα 
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证 ο) = ο. ο) 只 有 一 个 单 极点 z 一 一 1, 不 在 正 实 轴 上 。 按 式 (2-4-22) 即 有 


co 1! τι π [ο αχ)! ἄν be 
| ed Te 人 着- (2-4-23) 


得 证 。 
应 当 说 明 ,类 型 2 和 类 型 3 皆 属 广义 积分 ,本 章 所 求 的 只 是 广义 积分 的 柯 西 主 值 ,而 非 
一 般 值 。 主 值 存在 时 ,一 般 值 不 一 定 存在 。 


2.5 ΑΕΕ 


解析 延 拓 有 重要 的 理论 价值 ,微分 方程 解 的 适用 范围 常 可 利用 解析 延 拓 而 得 到 推广 。 
本 节 将 首先 介绍 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,这 是 解析 延 拓 的 理论 基础 ,然后 介绍 解析 延 拓 的 
基本 概念 。 解 析 延 拓 的 方法 有 多 种 ,本 节 只 介绍 利用 宕 级 数 进行 解析 延 拓 的 方法 , 重 在 获 
得 对 解析 延 拓 的 感性 认识 。 下 一 节 将 利用 递 推 公式 实现 对 工 函数 的 解析 延 拓 。 


2.5.1 解析 函数 的 唯一 性 定理 


设 f(z) 和 万 (z) 是 区 域 Ὁ 内 的 两 个 解析 函数 ,在 D 内 某 点 列 {zi) (k= 二 1,2,3,…) 
τς ΠΙΕΙΣ D 内 至 少 有 一 个 极限 点 , 则 
ο VY (Ες ΑΡ) 


i 


证 明 从 略 。 

由 该 定理 可 得 以 下 推论 : 

推论 1 若 f(z)、f1(z) 在 DD 内 解析 , 且 在 其 中 某 一 点 的 邻 域内 (或 某 一 曲线 段 上 ) 二 
者 相等 , 则 

fi(z) Ξ (3) (zED) 

推论 2 Λι). Γι 在 DD 内 解析 , 且 有 fi(a) = βία), μα) = [μ’ (α),(αΕ7Ρ, 
n 二 1,2,3,…), 则 有 

. Για) = fo(z) (zED) 


2.5.2 解析 延 拓 


解析 函数 常用 积分 或 寡 级 数 表示 ,这 类 表示 一 般 只 适用 于 一 定 的 区 域 ,超出 此 域 便 不 
能 代表 原 解析 函数 。 而 且 同一 解析 函数 在 不 同 区 域内 的 表达 式 (展开 式 ) 形 式 也 不 同 , 例 如 
函数 


oo 


Γώ)-- 5) (---" ( |ε|--1) (2-5-1) 

ο 
fi(z) = 二 Σ κι 1ο ( |ε|551} (2-5-2) 

分 别 在 各 自 的 定义 域 中 代表 函数 


JCz) 一 1/(z 十 1) 〈(z 天 一 ]1) 
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如 果 我 们 只 有 解析 函数 Γ 1) 在 某 定义 域 Di 内 的 表达 式 ,能 否 由 此 导出 在 更 大 区 域 
D, 内 的 表达 式 ? 管 案 是 肯定 的 ,这 是 因为 解析 函数 满足 唯一 性 定理 , 故 解析 函数 在 解析 域 
内 各 点 的 值 之 间 有 严格 的 约束 关系 。 这 种 由 适用 于 较 小 区 域 的 函数 表达 式 推 演出 适用 于 
更 大 区 域 的 函数 表达 式 的 过 程 称 为 解析 延 拓 。 

例如 ,函数 


二 人 ez dt (2-5-3) 


在 Re 550 处 解析 ， 1(z) = 二 1/z。 另 一 方面 ,函数 户 (z) 一 1/z 在 z 关 0 的 全 平面 解析 。 由 
此 知 f(z) 是 方 (z) 在 除 原点 外 的 整个 复 平面 上 的 解析 延 拓 。 

一 般 地 , 设 函 数 i (9) 在 域 Di 内 解析 ,fz(z) 在 域 D, 内 解析 , D 为 D1 和 D; 的 共有 区 
域 : D=D:i ND;. 各 对 zED, 总 有 ;ι(α) = 广 (Cz), 则 称 fz (2) 是 Γι) 在 D; 区 域 中 的 解 
析 延 拓 。 当 然 ， i(z) 也 是 f(z) 在 Di 区 域 中 的 解析 延 拓 。 

由 此 及 前 述 推论 2, 可 知 复 变 函数 e、sin z 和 cos z 分 别 是 实 函 数 e、sinz 和 cos α 
的 解析 延 拓 。 由 此 还 可 推 知 , 实 三 角 函 数 的 各 关系 式 对 于 复 三 角 函 数 同样 成 立 。 


2.5.3. 竹 级 数 的 解析 延 拓 ᾿ 
设 f(z) 在 某 点 αι 的 邻 域 Di 内 解析 , 则 在 Di 内 ,f(z) 可 表示 为 震级 数 


[ο (n) 
f(z)= fi1(z)= ον Ὁ Νες (χσΕΡι) (2-5-4) 
n=0 


nl 
若 2 为 与 wj 最 近 的 奇 点 , 则 显然 Γι) 的 收敛 半径 为 15 一 a1 |, 如 
图 2-5-1 所 示 。 


在 Di 中 取 一 点 wz， 由 式 (2-5-4) 可 得 
πὴ ) 
b θα Ταν ο ται)" (2-5-5} 
n=0 


因为 ff?”(as) 对 全 体 πι 都 存在 , 故 可 作 函 数 


5 
图 2-5-1 区 域 D 和 D， πι ὝΕΝ, ἀν ντα 


这 里 也 :为 以 as 为 圆心 ,半径 为 |5 一 az | 的 圆 形 区 域 , 如 图 2-5-1 所 示 。 显然 ， fi(a:) = fs 
(ω). Εν (αι) -- (αι). ΒΑΝ αι Ε Di 几 Ds, 由 前 述 唯一 性 定理 的 推论 2 可 知 ,对 ΣΕΡι 
ΠΡ,,1 fi(z) Ξ f(z)。 从 而 fi(z) 是 Γι(α) 在 D; 区 域 中 的 解析 延 拓 。 于 是 有 
Re ρω (zEDi) 
Τα) (αΕΡ;} 
这 就 得 到 了 f(z) 在 更 大 范围 内 的 级 数 表达 式 。 
同样 地 ,在 D, 中 取 另 一 点 as ,又 可 由 户 (z) 构造 出 户 (z) (zE D:) ,显然 Di 中 也 不 包 
8 Β κά. 
如 此 由 一 个 震级 数 开始 ,不断 推演 ,使 级 数 表 示 的 定义 域 绕 过 奇 点 不 断 扩 大 ,最 终 可 得 
适用 于 整个 复 平面 ( 除 各 奇 点 外 ) 的 级 数 表 达 式 ,这 就 是 解析 延 拓 。 所 得 到 的 全 体 寡 级 数 构 
成 一 个 “完全 解析 函数 ”。 
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2.6 了 工 函 数 的 解析 延 拓 与 工 函数 的 常用 公式 


2.6.1 Γρ" ἄκη; "τ “Επ 
在 实数 域 中 , 下 函数 定义 为 


βίδες. [ εμάς (κο (2-6-1) 
0 
它 在 z>0 的 实 轴 上 收敛 。 现 定义 复 变 量 函 数 : 
TC Τ᾽ αμα: (2-6-2) 


因为 ι΄ "是 多 值 函 数 , 故 规定 在 正 实 轴 上 arg 上 一 0。 在 Κε 5550 时 T(z) 解析 (证 明 从 略 )， 
故 T(z) 是 T(z) 在 右 半 无 限 平 面 的 解析 延 拓 。 
现 将 T(z) 延 拓 到 左 半 平面 去 。 由 分 部 积分 可 写 出 


J = Γ er 和 一 一 er |? +z|- CAA ELT) (26:29 

0 0 

因为 T(z 十 1) 在 Κες--1 解析 , 故 由 式 (2-6-3) 写 出 的 
Te 二 PCz 十 1 (2-6-4) 


也 在 Re zx> 一 1 解析 ,但 z=0 这 一 点 除外 。 这 样 就 把 T(z) 延 拓 到 了 Βεαο--1, 
在 式 (2-6-4) 中 作 变 换 xz 一 z 十 1, 又 可 得 


a ΤΗ -T(z+2) (2-6-5) 
以 此 类 推 ,可 得 以 下 递 推 关系 : 
προ Cy (2-6-6) 
(3), | 
其 中 
(z), 竺 z(z 十 1)(z 十 2)…(z 十 n 一 1) (2-6-7) 


式 (2-6-6) 的 收敛 域 为 Re z 二 一 n, 但 实 轴 上 的 点 z= 一 1, 一 2,…, 一 (n 一 1) 除外 。 令 
7-~co, 就 给 出 了 定义 在 整个 复 平面 上 的 下 (z) 函数 , 它 仅 在 负 实 轴 上 有 一 系列 奇 点 z= 
一 1, 一 2,…。 这 种 解析 延 拓 是 利用 函数 的 递 推 关 系 实现 的 

由 式 (2-6-6) 可 知 


Tt OD 
(θυ ΠΕ (2-6-8) 
2.6.2 ΤΗ ΜΙΙΙΠΗ ΣΑ 
Γ 函数 在 第 5 章 里 有 较 多 的 应 用 , 故 这 里 顺便 导出 它 的 一 些 常用 公式 。 
Φ 由 公式 (2-6-7) 有 
(1 TDE (22629) 
于 是 按 式 (2-6-6) ,有 
Το ξπι ΓΡ (2-6-10) 
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但 按 式 (2-6-1), 有 
RD 一 sf 一 


故 得 
T'(nt+1)=n! (2-6-11) 


Γ(α)Γ(1-4)-- | Επ ποι: I Re 


,. . Το ὰς-σρὸ ἀρᾶς (2-6-12) 
0 0 5 τ 
记 f=s 十 t， 7 二 t/s (Οἑζξ,η«οο), ΝΒ 
er = κο 
“ερ το (2-6-13) 
按 变换 理论 ,有 dtds 王 Jdsd7, 其 中 ] 为 雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 : 
ὃς ὃς 
ΤΊ 9ξ 9η ο. ε τ 
μες. τ2-6-14) 
a€ 97 
由 此 , 式 (2-6-12) 成 为 
nt rl dy (Ae 
rrd-z)=| ε as| ri 
上 式 右边 第 一 个 积分 为 1, 第 二 个 积分 为 欧 拉 积 分 , 见 式 (2-4-23) , 故 得 
Γ(4)Γ(1--α)-- 出 
511 πχ 


因为 PCz) 与 T(z) 在 实 轴 上 相等 , 据 解析 函数 的 唯一 性 定理 的 推论 1 可 知 ,上 式 对 复 
函数 T(z) 也 成 立 , 即 有 


π 


Γ(ΘΤΩ--α)----- (3-6-15) 
@ 在 式 (2-6-15) 中 令 z= 序 , 则 有 
τ[)-να (3-6-16) 
@ 由 式 (2-6-6) 和 式 (2-6-16) 又 可 得 
re 全 (的 -全 ea 
因 为 
1 2 κ. 
ο ο ο τα 2 (2) 2" πὶ 23 (64-10 
故 
TO 
Pat = Dar (2-6-19) 
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2.4 


2, 5 


习 α 2 


证 明 f(z)==|z| 和 f(z) 二 |z|’: 不 是 解析 函数 。 
(提示 :分别 取 hh=e 入 =ie, 比 较 e->0 时 两 种 极限 的 结果 .) 
利用 斯 托 克 斯 定理 ,证 明 式 (2-2-2) 可 写 为 式 (2-2-3) 。 
求 下 列 积分 : 


COS O83 
α) 5 一 4cos 21 στα 
dz 
- . (1--αςος α)7 (1l<a<1) 
求 下 列 积分 : 


πώς 
(1) | - "Hr" 


“η, (x? ο. πα) 


ας |; Ἐπ. (-1-ρ-1. πολ) 
τν πο 在 |z| 二 1 内 的 级 数 表示 为 f(z) Σ 2", 求 f(z) 在 


| 一 让 <V2 内 的 级 数 表示 。 
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第 3 章 平面 静电 场 问 题 的 保 角 映射 法 


二 维 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 和 泊 松 (Poisson) 方 程 加 上 边界 条 件 , 构 成 了 平面 静电 场 
的 定 解 问题 。 当 边界 条 件 较 复杂 时 ,直接 求解 会 很 困难 。 此 时 可 利用 保 角 映射 ,使 边界 条 
件 变 成 我 们 熟悉 的 简单 情况 ,以 致 方程 的 解 ( 电 势 分 布 ) 可 直接 写 出 ,然后 对 此 解 作 首 映射 ， 
即 可 得 到 原 区 域 中 的 电势 分 布 。 本 章 介 绍 保 角 映射 的 基本 性 质 , 以 及 一 些 基 本 的 映射 方 
法 5 


3.1 保 角 映射 及 其 基本 性 质 


3.1.1 保 角 映射 


当 给 定 z 复 平面 上 的 一 个 点 z( 二 zx 十 iy) 后 , 复 函 数 
5(Cz) 一 <Czyy) 十 1i7Czyy) (3-1-1) 
就 确定 了 5 复 平面 上 的 一 个 点 如 (二 十 i ,从 而 (xz,y) 平 面 上 的 一 个 区 域 (或 曲线 ) 就 对 应 于 
(&, 四 平面 上 的 一 个 区 域 ( 或 曲线 )。 由 此 可 知 , 一 个 复 函 数 5Cz) 可 以 看 成 从 = 平面 到 5 平面 
的 映射 。 在 映射 中 ,点 z 称 为 原 像 点 ,点 5Cz) 则 称 为 z 的 像 点 。 
如 果 一 种 映射 能 够 使 $5 平面 中 两 曲线 微 元 的 夹 角 与 原 像 曲 线 微 元 的 夹 角 相同 , 则 称 此 
映射 为 保 角 映射 ,又 称 为 共 形 映射 (Conformal Mapping) 。 


3.1.2 保 角 映射 的 条 件 
设 = 平面 上 某 点 处 的 曲线 元 dz 在 映射 5 一 5(z) 之 下 对 应 于 《平面 中 曲线 元 dt。 若 
在 = 处 满足 下 关 0, 则 必 有 到 一 Mer ,或 


dz5 一 qzMez (3-1-2) 
Μ 为 实数 。 此 式 的 几何 意义 是 ,曲线 元 dz 在 5 平面 中 的 映射 d5, 其 长 度 放 大 了 M 倍 , 辐 角 


增加 了 a。 又 车 5Cz) 为 解析 函数 , 则 在 确定 的 = 点 ,下 唯一 , 故 Μία 对 此 = 点 也 唯一 。 因 


此 , 若 有 两 曲线 元 ἀει 和 dzz 经 过 点 z, 则 有 映射 
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da 一 dzl Με", ἀξ, = dz, Με“ (3-1-3) 
两 式 相 除 ,得 


ἀξ, 
ᾱἴ, 


从 而 φι--ϕ;--θι --ϐ, ,这 里 Φι 、 2 和 0 .θ, 分 别 是 do 、 do 和 dz1 、dzz 的 辐 角 。 可 见 两 曲线 
元 的 夹 角 在 映射 中 保持 不 变 。 


由 以 上 知 , 保 角 映 射 的 前 提 是 ο ο ος σα 


δοἵθι οφ) -- 


σε | 
1 | οἱ, --ᾱ) 
之 


2 


这 也 是 5 二 5z) 为 保 角 映射 的 充 要 条 件 。 μον ο. sx) 代表 一 个 保 角 


映射 。 

【 例 3-1-1】 讨论 ζα)-τ 的 保 角 性 。 

解 ” 由 名 (z) 一 2z, 可 知 对 z 关 0 的 各 点 ,5(z) 丝 保 角 。 但 在 z=0 处 ,8 (5) 二 0, LCz) 在 
此 不 是 保 角 映射 。 

事实 上 , 因 ατα 5 一 2argz, 故 由 > 一 0 发 出 的 夹 角 为 一 (ww 一 argz,i 一 1,2) 的 两 条 射 
线 被 映射 为 由 5 一 0 发 出 的 两 条 射线 ,但 这 两 条 线 的 夹 角 为 2(o 一 wm ) ,显然 映射 在 z 二 0 不 
保 角 。 


3.1.3. 像 与 原 像 的 对 应 性 


一 般 的 解析 函数 5 xz) 代表 的 变换 不 一 定 能 保证 像 点 与 原 像 点 一 一 对 应 ,例如 5Cz) 一 
2 , 像 点 5 一 1 对 应 于 两 个 原 像 = 士 1。 
那么 ,在 什么 条 件 下 ,映射 才 是 点 对 点 一 一 对 应 的 呢 ? 
由 微分 学 的 有 关 理 论 可 知 ,对 于 映射 式 (3-1-1), 若 在 点 Zo -- 2ο -]γο»ξι ξίαι νο) 和 
ῃ --η(πο ,yo ) 都 存在 , 且 <Czyy) 和 7Czyy) 在 之 0 都 有 连续 的 偏 导数 ,而 映射 的 雅 可 比 行列 式 
9οξ οξ 
9. Ον 
J (3-1-4) 
97 97 
9: ὃν 
在 zo 不 等 于 0, 则 在 κο 的 邻 域内 ,z 与 5(z) 是 一 一 对 应 的 。J 关 0 的 点 称 为 映射 的 常 点 ,而 
130 的 点 则 为 映射 的 奇 点 。 
对 于 保 角 映射 而 言 ,5(Cz) 在 所 涉及 的 区 域内 是 解析 的 ,因此 满足 C-R 条 件 : 
35 二 37 55-30 


GD ΕἾ (3-1-5) 
故 
-.969ῃ 8ξοη [[9ςγ, [9ηγ᾽ = 
1 | 下 [| ] (3-1-6) 
注意 到 对 于 解析 函数 5(z) ,有 
ἀξ ος 9 .37 ας 
Ui (3-1-7) 
故 
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(3-1-8) 


而 前 已 指出 ,映射 为 保 角 的 前 提 是 全 夭 0, 故 在 映射 所 涉及 的 区 域内 ,处 处 有 J 天 0。 这 就 说 


明了 ,在 保 角 映射 中 , 像 与 原 像 是 点 对 点 一 一 对 应 的 ,或 称 双 向 单 值 对 应 的 。 

一 个 解析 函数 EC(z) , 若 在 某 区 域 中 的 任意 两 不 同 点 都 有 不 同 的 值 , 则 称 其 在 该 区 域内 
是 单 叶 的 。 这 类 似 于 一 元 函数 中 的 严格 单调 函数 。 由 于 原 像 区 域 中 各 点 都 不 同 , 故 像 点 也 
各 不 相同 。 因 此 , 保 角 映射 中 的 解析 函数 必 是 单 叶 的 。 

总 之 , 保 角 映射 中 ,> 平面 中 的 一 个 区 域 一 定 对 应 于 《平面 中 的 一 个 区 域 ,而 不 会 是 一 
条 曲线 或 一 个 点 。 

此 外 , 保 角 映射 还 具有 保 连 通 的 性 质 , 即 ,车 < 平面 中 的 区 域 D 为 单 连通 , 则 其 像 区 域 
D' 也 为 单 连通 。 这 可 用 反 证 法 证 明 如 下 。 

假设 D' 也 为 复 连 通 , 则 可 在 刀 中 作 一 光滑 的 闭 曲线 二 ,使 之 包围 D' 的 一 个 内 边界 ,如 
图 3-1-1 所 示 。 由 于 保 角 映射 是 双向 单 值 对 应 的 , 故 工 在 区 域 了 中 的 原 像 工 也 为 一 光滑 闭 
曲线 。 现 令 工 连续 收缩 为 一 点 , 则 二 也 应 连续 收缩 为 一 点 ,但 这 显然 不 可 能 。 这 与 保 角 映 
射 的 性 质 相 矛盾 ,因此 ,D' 必 为 单 连通 。 

由 此 不 难 推 知 ,车 DD 为 n 连通 区 域 , 则 D' 也 为 n 连通 区 域 。 


图 3-1-1 Ι΄ ΠΕΙ. 


3.1.4 边界 对 应 定理 


为 得 到 万 在 5 平面 中 的 像 了 ,显然 只 需 将 D 的 边界 线 C 映射 为 5 平面 中 的 闭 曲 线 C ， 
C 就 是 万 "的 边界 线 。 但 问题 是 ,D 在 C 的 内 侧 还 是 外 侧 ? 

对 此 有 以 下 边界 对 应 定理 。 

设 为 单 连通 区 域 , 其 边界 线 为 简单 闭 曲 线 C,5(z) 在 DD 内 单 叶 解析 ,在 D (=D 十 C) 
上 连续 。 若 5z) 将 C 双向 单 值 地 映射 为 简单 闭 曲 线 C , 则 5(z) 必 也 将 双向 单 值 地 映射 
为 C' 的 内 部 区 域 D', 这 里 两 区 域 的 边界 线 关于 各 自 区 域 的 绕 行 方 向 相同 , 即 , 若 沿 C 的 绕 
行 方 向 ,D 总 在 左边 , 则 沿 C' 的 绕 行 方向 ,D' 也 总 在 左边 。 

证 明 参 见 ( 解 析 函 数论 基础 兴 陈 方 权 等 编 ,北京 师范 大 学 出 版 社 ,1987), 这 里 从 略 。 

也 可 以 这 样 理解 :从 C 上 一 点 z 出 发 , 取 两 个 微 元 dzi 和 dz ,dzi 的 终点 在 C 上 前 方 ， 
dzz 的 终点 在 DD 内 ,如 图 3-1-2 所 示 。 由 于 映射 是 一 一 对 应 的 , 故 在 C 上 ,dz; 的 像 d5 的 终 
点 也 在 前 方 ,而 dzs 的 像 ἀξ, 的 终点 在 D' 内 。 又 由 于 映射 是 保 角 的 ,d5s 相对 于 d5 的 夹 角 
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ἫΝ. 
图 3-1 -2 微 元 dzi «ἀξ; 与 它们 的 像 ἀξ «ἀξ 


应 与 dzs 相对 于 dz 的 夹 角 相同 , 故 可 知 C' 相 对 于 DD’ 的 绕 向 与 C 相对 于 DD 的 绕 向 相同 。 
以 上 说 明 , 只 需 把 DD 的 边界 线 C 映射 为 平面 中 的 C“ ,再 由 C 相对 于 了 的 绕 向 即 可 确 
定 像 区 域 D“ 。 


3.1.5. 保 角 映 射 的 存在 性 和 唯一 性 定理 


从 应 用 的 角度 看 , 保 角 变换 的 一 个 重要 问题 是 :对 于 任意 给 定 的 两 个 区 域 而 言 ,是 否 一 
定 存 在 一 个 单 叶 解析 函数 ,使 二 者 互 为 保 角 映 射 ? 在 什么 条 件 下 ,映射 是 唯一 的 ? 下 面 的 
黎 曼 定理 回答 了 这 个 问题 。 

设 z 平 面 上 单 连通 区 域 D (不 含 无 穷 远 点 ) 的 边界 点 不 止 一 个 , 则 必 存 在 单 叶 解 析 函 数 
6 二 f(z), 把 DD 单 叶 保 角 地 映射 到 单位 圆 内 部 14| 二 1。 若 映射 还 满足 以 下 条 件 : 
中 对 于 DD 中 的 任 一 定点 ,有 f(z) 二 5 ,这 里 ἕ, 为 单位 圆 内 的 定点 ; 
© argf’ (zo0)= po ,其 中 mm 为 常数 ,0 过 go 二 27， 
则 映射 是 唯一 的 。 

证 明 可 参阅 ( 复 变 函数 》( 庄 缴 泰 等 编 ,北京 大 学 出 版 社 ,1984) ,此 处 从 略 。 

注意 , 仅 满 足 条 件 @ 的 映射 不 是 唯一 的 ,这 只 需 举 出 一 个 例子 即 可 说 明 : 若 5 f(z) 满 
足 条 件 中 , 取 和 一 0, 则 有 /xm ) 王 0。 但 另 一 个 映射 5=e*f(z) 显 然 也 满足 F(z) 一 0。 而 a 
为 任意 数 , 故 可 见 5= je) 不 是 唯一 的 映射 。 只 有 同时 也 满足 条 件 @ 的 映射 才 是 唯一 的 。 

条 件 @@ 的 意义 是 使 过 &% 的 线 元 dgls 的 走向 比 过 zx 的 线 元 dz|。 的 走向 顺 时 针 增 加 了 
角度 go ,这 可 由 d5l5 一 dz|。Mew 看 出 。 因 此 ,条 件 加 是 规定 了 过 z 的 曲线 γ 被 映射 为 单 
位 圆 中 的 曲线 开 后 所 转 过 的 角度 ,如 图 3-1-3 所 示 。 


图 3-1-2 ‰ 的 意义 
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当 区 域 D 的 边界 为 简单 连续 曲线 时 ,D 到 单位 圆 的 单 值 解析 映射 可 由 D 及 单位 圆 的 边 
界 上 三 对 有 序 的 点 唯一 确定 。 证 明 可 参阅 有 关 文 献 。 

由 于 可 以 单 叶 解析 映射 为 单位 圆 的 任意 两 个 区 域 也 一 定 可 以 实现 相互 的 单 叶 解析 映 
射 , 故 可 推 知 ,对 于 任意 的 两 个 单 连通 区 域 ,也 存在 着 单 叶 解析 映射 关系 。 而 且 两 者 间 的 保 
角 映 射 由 边界 上 的 三 对 有 序 的 点 唯一 确定 。 


3.2 利用 保 角 映射 求 平面 静电 场 的 思想 


前 已 指出 ,(z,y) 平 面 中 的 解析 函数 w(z) 二 u(x,y) 十 iv(zx,y) 的 物理 解释 是 复 势 , 因 
为 u、v 和 丝 满 足 (zx,y) 平 面 中 的 拉 普 拉 斯 方程 ,并 且 二 者 的 等 值 线 处 处 正 交 , 正 好 满足 电势 和 
场 强 的 基本 性 质 。 现 在 考察 复 势 w(z) 经 保 角 映 射 Ex,y) 二 x,y) 十 iy(z,y) 后 ,其 在 平 
面 中 ,是 否 仍 为 复 势 。 

首先 ,由 于 映射 是 保 角 的 , 故 wx 在 平面 中 的 等 值 线 映 射 到 5 平面 后 仍 相 互 正 交 。 

其 次 ,考察 u、v 在 z 平 面 中 是 否 仍 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 

先 看 uw。 因为 


gu Φα 96 , Au 9η 
9: οξ 3 9η 9. 


ιν Θε[ϑΕν᾽ Qu ΒΕ 9. 9η 9ξ aux137\ | ϑι δη 
στ σι ) ως (21) 9η 9.7 


9ξ 91: 9ηΘε θα 9α θη 
对 3 性 也 有 类 似 的 关系 式 , 故 得 


9. 


ος «ας ον, /aN θαγθξ, δεν, δα [8η dt, θη θὲ 
αν. 96 (δα) Ea τα. - ο) τετ δα ay τα 
ax (9117 ν (91171 8ι [3η 97η -ᾱ- 
τ... | Ἐπὶ ] ο τε 554) ος 
因为 5(Cz) 解 析 , 由 C-R 条件 式 (3-1-5) 有 
a7 36 | 9η 36 
9 工 ἃς ἂν πος 
以 及 
326, 926 2η , ὀ2η 
παι το Ὃν ΕΣ ἈΝΤ ΝΝ 
又 注意 到 
-.96,. δη 
ολα ντ 


把 C-R 条 件 式 (3-1-5) 代 入 上 式 , 有 


VD 


ar dy ay 3z 


从 而 有 


πο ο ο ο ο 
综合 以 上 各 式 , 则 式 (3-2-1) 化 简 为 
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ο αρα Ιω]! ο (3-2-2) 
因为 左边 =0, 而 保 角 映射 中 ο 
ο 927 
38 ' 9η 
同样 可 知 ， ee 这 说 明 ,u、w 在 像 平面 中 仍 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 
因此 ,w(z) 映 射 到 5 平面 中 后 , 仍 代表 静电 场 的 复 势 。 
因此 ,(z,y) 平 面 中 的 静电 场 边 值 问题 经 保 角 映射 后 ,就 成 为 像 平 面 (&,) 中 的 静电 场 
边 值 问 题 。 因 为 保 角 映射 是 双向 单 值 对 应 的 , 故 映射 具有 可 道 性 。 因此 ,只 要 求 出 (&, 才 平 
面 中 的 电势 ,再 经 逆 映 射 , 即 可 得 到 (zx,y) 平 面 中 原 边 值 问题 的 解 。 可 见 , 利 用 保 角 映射 求 
解 二 维 静 电场 问题 ,是 有 充分 根据 的 。 
若 场 中 有 连续 的 电荷 分 布 , 则 电势 满足 泊 松 方程 ; 
211 27 
9α7 | Ἔα 


一 0 


1 
ες ρίαν) 


利用 式 (3-2-2) ,可 得 


927 | οξιι 1 ρἱα(ξ,η),ν(6, η) 
96: ' οἡ eu |ζ(α)|7 


由 此 知 电荷 密度 的 保 角 映射 是 
CCzyy) 


因为 &(z) 天 0, 故 映射 后 电荷 密度 仍 是 有 限 的 。 

但 保 角 有 映射 不 改变 总 电量 , 即 保 角 映射 遵守 电荷 守恒 定律 。 说 明 如 下 。 

在 dzdy 区 域内 的 电量 为 p(x,y)dzdy。 按 变换 理论 ,有 ἀτάν-- ]ἀξάη, χε 3. 1 节 中 已 
经 说 明 , 对 保 角 映 射 ,有 J 二 | 8 (z) | , 故 按 式 (3-2-4) 有 

Plz, drdy— TO eds (2) |7ἀξάη--ρ(ξ, η) ἀξάη (3-2-5) 

可 见 原 像 区 域 中 的 电量 和 像 区 域 中 的 电量 相同 。 

下 面 的 例子 使 我 们 先 对 用 保 角 映射 求 静电 场 有 一 感性 的 认识 。 常用 的 映射 公式 将 在 
后 面 介 绍 。 

【 例 3-2-1】 一 根 单位 长 度 带电 量 为 Q 的 无 限 长 均匀 带电 直线 与 地 面相 距 a, 如 图 
3-2-1 所 示 。 求 空间 的 电势 分 布 。 

解 ” 把 (zx,y) 平 面 视 为 复 平面 ,规定 地 面 (y==0) 电 热 “一 0。 

作 映 射 


《3-2-3) 


(3 


σαι (3-2-4) 


之 一 ja 
ο 


la 
该 映射 是 保 角 的 ,因为 5(z) 一 过 关 0。 在 此 映射 
下 ,带电 线 坐标 一 ia 映射 为 0, 地 面 方程 y=0 映射 为 
πα ο ο πο ας ον 


应 原理 ,可 知 地 面 上 方 空间 映射 到 了 单位 圆 内 ,如 图 3-2-2 ”图 3-2-1 无 限 长 均匀 带电 直线 
55 


所 示 。 


图 3-2-2 上 半空 间 的 映射 


由 普通 物理 学 知识 即 可 写 出 在 单位 圆 内 的 电势 分 布 : 
μ(Ὅ ----χηε-1π|ς] 


对 x( 纪 作 道 映射 , 即 得 (z,y) 平 面 内 的 电势 分 布 : 


Q ᾱ--ἰα ο ανα)” 
&CZ,y) 一 πῶ in | 于 一 ἔπε, ln a 


该 结果 与 用 镜像 法 求 得 的 结果 相同 。 


3.3 基本 映射 


基本 映射 是 指 线性 映射 、 寡 映射 、 根 式 映射 .指数 映 射 和 对 数 映射 。 本 节 将 讨论 这 几 种 
映射 中 , 像 与 原 像 的 关系 。 


3.3.1 线性 映射 


5 一 /ez 十 0 一 az 十 0 (9-3-1) 


其 中 a。 为 复 常 数 。 
该 映射 包括 三 种 映射 ; 
平移 :5 一 > 十 03; 
转动 :5 一 e"z (α 为 实数 ); 
放大 :5 一 pz (4 为 正 实数 )。 
显然 ,线性 变换 中 , 像 与 原 像 为 相似 形 。 
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3.3.2 ΠΗ 
(3-3-2) 
ο ο πο ο ο 
ΗΙ [Χ πὲ {9 ΤΗ ΜΧ Τ π 1“. “ΠΗ͂Ι 3-3-1 所 示 。 


图 3-3-1 寡 映 射 放 大 了 项 角 


显然 ,映射 在 z==0 处 不 保 角 。 

3.3.3. 根 式 映射 

映射 公式 为 

ἕνα (3-3-3) 

此 与 睁 映射 互 为 逆 映 射 , 它 使 尖 角 区 域 的 项 角 缩 小 为 原来 的 1/n。 

ας ο «ο πο ο πο ΣΕ μκβεθα Ἡ πει πι. -µΕ, 
在 στο 也 是 不 保 角 的 。 这 一 特点 使 它们 常 被 用 于 将 原点 处 有 尖 角 的 区 域 映射 为 平角 。 

【 例 3-31] 求 项 角 为 x/4 的 角 状 带电 导体 周围 的 静电 场 。 

解 ” 取 坐标 系 如 图 3-3-2(a) 所 示 , 则 导体 的 边界 方程 为 zi 二 pe? ,过 一 oem 。 

{ΕΜ “一 = , 则 在 上 平面 中 ,边界 线 方程 成 为 吕 一 py7en ,5 一 p/7e*。 于 是 导体 在 
平面 中 成 为 整个 下 半 平 面 ,如 图 3-3-2(b) 所 示 。 

由 于 7 二 0( 导 体 表面 ) 为 一 个 等 势 面 , 故 知 在 5=& 十 iy 中 ,应 以 虚 部 η 代表 电势 。 于 是 
(z,y) 平 面 内 的 电势 为 

V=Im (αν) -- τι (pe ) -- pt sin ο 


等 势 面 方程 为 


:4 
pt sin SF= const. 


7 
图 3-3-2(c) 示 意 地 给 出 了 等 势 面 的 分 布 情况 。 
既然 以 复 势 的 虚 部 代表 电势 ,那么 实 部 的 等 值 线 就 是 电力 线 。 也 就 是 说 ,在 上 式 中 以 
ο 名 ,就 得 到 电力 线 方程 。 
由 本 例 可 见 , 保 角 映 射 的 实质 是 由 某 一 已 知 的 等 势 面 推 知 整个 场 分 布 (静电 场 的 唯一 


性 定理 保证 了 这 里 的 合理 性 )。 由 于 导体 表面 是 等 势 面 , 故 保 角 映射 特别 适合 于 求 边界 为 
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ιν 


(8) (5) 


3-8-2 ” 角 状 带电 导体 周围 的 静电 场 
导体 面 的 静电 场 。 
【 例 3-3-2〗 求 带 有 坚 直 壁 ( 壁 厚 不 计 ) 的 平面 带电 导体 [如 图 3-3-3(a) 所 示 ] 周 围 的 电场 。 


解 ”分 三 步 把 导体 映射 为 整个 下 半 和 平面 : 
第 一 步 , 令 αι--α ,得 图 3-3-3(b)。 


图 3-3-3 例 3-3-2 的 系 例 保 角 映射 


第 二 步 , 邻 之 2 一 之 1 十 大 ,平移 图 形 使 C 在 原点 。 

第 三 步 , 令 5 一 Vzz ,得 图 3-3-3 (ς). 

此 时 8 平面 中 的 电场 成 为 无 限 大 平面 带电 导体 外 的 电场 ,7 二 0 为 等 势 面 , 故 等 势 面 方程 为 
; 1πι ἕ--σοπςί. 


由 此 作 逆 映射 , 即 得 (z,y) 平 面 内 的 等 势 面 方程 : 


ImwW α΄ ἠ-}}7 Ξ- εοηςί. 
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把 = 一 z 十 iy 代 和 人 上 式 , 可 将 上 式 写 为 更 为 明确 的 形式 ; 


((z —y th) dr y ) sin ( : tan 二 0 ) = const. 
等 势 面 示意 图 如 图 3-3-3(d) 所 示 。 
3.3.4 指数 映射 
映射 公式 为 
C= (3-3-4) 


为 看 出 该 映射 中 像 与 原 像 的 关系 ,把 映射 式 (3-3-4) 写 为 5==ert? 二 re?, 则 有 + 二 e* ,9 二 
y。 因 为 0 二 0 一 2r, 故 0 二 y=2x, 但 对 xz 无 限制 。 所 以 该 映射 是 把 = 平面 中 的 无 限 长 条 形 
区 域 ( 一 oo 二 zx 二 ,0 二 y 过 27) 映 射 为 5 平面 中 除 正 实 轴 以 外 的 整个 平面 (0 二 r 二 oo ,0 二 0 一 
27) ,如 图 3-3-4 所 示 。 易 于 看 出 ,5 平面 中 > 到 1 和 +r 之 1 的 区 域 分 别 对 应 于 z 平面 中 xz 过 0 
和 α750 的 条 带 区 域 。 


图 3-3-4 指数 映射 


若 取 坐标 系 使 条 带 处 于 一 "二 y<7, 则 有 一 * 二 9 二 x。 此 时 映射 后 的 区 域 为 除 负 实 轴 以 
外 的 整个 5 平面 。z 与 的 对 应 关系 不 变 。 


4.3.5 对 数 映 射 


映射 公式 为 
ζξίπα (3-4-5) 
这 是 指数 映射 的 逆 映 射 。 但 需 注 意 ,lnz 为 多 值 函 数 , 故 必须 取 其 单 值 分 支 。 通常 取 
0<argz<2r。 这 样 , 此 映射 就 是 把 图 3-3-4 中 两 个 平面 的 图 形 互 换 。 
【 例 3-3-3〗 设 圆柱 电容 器 的 模 截 面 尺 寸 如 图 3-3-5(a) 所 示 。 求 单位 长 度 的 电容 。 
解 ” 作 映射 5=lnz。 把 z==pe* 代 和 人 ,得 5==Inp 十 98。 规定 0 委 0<<2r, 则 得 像 区 间 如 图 
3-3-5(b) 所 示 。 这 是 平行 板 电 容器 的 情况 , 故 所 求 电容 为 
FR; 
ς-2πει/]α τς. 


这 正 是 熟知 的 结果 。 
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(4) (Ὁ) 


«ΕΙ 3-3-5 圆柱 电容 器 的 保 角 映射 
【 例 3-3-4〗 把 两 块 半 无 限 大 导体 板 连 成 一 块 无 限 大 平板 ,但 保持 连接 处 绝缘 。 设 两 
部 分 导体 的 电势 分 别 为 w 和 Vi , 求 板 外 空间 的 电势 分 布 。 


人 


(0) 
图 3-3-6 ”两 块 半 无 限 大 导体 板 上 半空 间 的 保 角 映射 


解 ” 取 坐标 系 如 图 3-3-6(a) 所 示 。 作 映射 5==lnz= 二 lnp 十 ip, 则 两 导体 的 边界 方程 σι 二 
pe* 和 zs 二 pe”" 映 射 为 所 ==lnp 和 5 二 lnp 十 ix。 故 上 半 = 平面 映射 为 图 3-3-6(b) 中 的 带 形 区 
域 ,w=0 和 w= 的 电势 分 别 为 Vi 和 Vs 。 由 此 可 知 ,5 平 面 中 的 电势 为 


Ls 


Ν(η) --Μι-- 
因为 7 一 2, 故 上 式 即 


V(P 一 六 十 于 二 9 


这 就 是 平面 中 的 电势 分 布 。 显 然 , 等 势 面 方程 即 8 一 常数 。 
由 此 又 知 ,电力 线 方程 为 o 一 常数 。 电 场 分 布 如 图 3-3-7 所 示 。 


γ 7 一 const 


图 3-3-7 板 外 空间 的 电场 
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9.4 反 演 映射 的 保 圆 性 和 保 对 称 点 性 


反 演 映射 的 公式 为 
νε. (3-4-1) 
Ξε 


该 映射 很 少 被 单独 使 用 ,但 它 是 下 一 节 分 式 线性 映射 的 基础 。 该 映射 具有 两 个 重要 的 性 质 
一 一 保 圆 性 和 保 对 称 点 性 ,下 面 分 别 加 以 介绍 。 


3.4.1 反 演 映射 的 保 圆 性 


在 反 演 映射 下 ,平面 中 的 圆 在 5 平面 中 的 像 仍 为 圆 。 说 明 如 下 。 
考虑 > 平面 上 半径 为 尺 , 圆 心 在 το 的 圆 。 对 该 圆 的 方程 1z 一 zo | =R 两 边 取 平方 ,得 
απ ος. ---ο σ--Γ--θ (9-4-2) 
其 中 D=|zo|? 一 R*。 式 (3-4-2) 也 是 = 平面 上 圆 的 方程 。 
在 方程 (3-4-2) 中 令 z==1/5, 然 后 两 边 同 乘 以 tt* /D, 即 得 
ο. 4 ια ο (3-4-3) 
这 是 < 平面 上 的 圆 在 5 平面 中 的 像 的 方程 。 它 与 式 (3-4-2) 形 式 相同 , 故 知 圆 的 像 仍 为 圆 。 
此 即 保 圆 性 。 
应 当 注 意 , 保 圆 性 并 不 意味 着 圆心 πο 的 像 员 =1/z 仍 为 圆心 。 比 较 式 (3-4-3) 与 式 
(3-4-2) ,可 知 “平面 中 的 圆心 在 0 /D, 而 不 在 Go 


3.4.2 反 演 映射 的 保 对 称 点 性 


Φ 对 称 点 
κ ΕΤΕ 为 由 圆心 O 发 出 的 同一 射线 上 的 两 点 ,如 图 3-4-1 所 示 。 若 它们 满足 
ΟΕ «ΟΕ -- κ (3-4-4) 
κ 为 圆 的 半径 , 则 称 ΕΕ 为 关于 该 圆 的 一 对 对 称 点 。 由 此 可 知 ,车 复 平 面 上 的 两 点 z， 和 ς, 
使 以 下 两 式 同时 得 到 满足 : 
zz 一 Zo 一 C(xzi1 一 20) (0250314848) (3-4-5) 
[zi CO— zo | z CO— zo |=R’ (3-4=6) 
ΜΙ χι 和 5; 为 关于 圆 O 的 一 对 对 称 点 。 
直线 是 圆 在 Roo 时 的 特例 。 关 于 直线 的 对 称 点 玉 和 下 是 一 对 位 于 直线 两 侧 且 与 直 
线 共 面 .与 直线 等 距 的 点 ,如 图 3-4-2 所 示 。 图 中 PE=PF，。 
在 图 3-4-1 中 , 记 射 线 与 圆 的 交点 为 已 , 则 式 (3-4-4) 可 写 为 
(«- ΡΕ)Ο(Κ ΡΕ) -- κὲ 


整理 得 
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ο x 
图 3-4-1 关于 圆 O 的 对 称 点 σι 和 τι 图 3-4-2 关于 直线 的 对 称 点 已 和 下 
当 R--co 时 ,国威 为 直线 ,而 上 式 成 为 EF- FE。 可 见 关 于 直线 的 对 称 点 是 关于 贺 的 对 称 点 
的 特例 。 
@ 对 称 点 的 判定 定理 
两 点 τι 和 zs 是 关于 圆 O 的 一 对 对 称 点 的 充分 必要 条 件 是 
zz 一 Zoozr 一 zf zz D=0 (3-4-7) 


证 ” 先 证 必要 性 。 

若 zi 、zz 是 关于 圆 (3-4-2) 的 一 对 对 称 点 , 则 方程 式 (3-4-5) 和 式 (3-4-6) 同 时 成 立 。 把 式 
(3-4-5) 代 入 式 (3-4-6) , 则 有 Clzi 一 zo01?==R?, 即 Οίαι --ζο)--Κ}/(σι--πο)᾽, ΜΗ ΑΛΑ 
(3-4-5) 右 边 , 整 理 即 得 式 (3-4-7) 。 必 要 性 得 证 。 

再 证 充分 性 。 

首先 ,因为 


(Zz1—20)* (z2—20)=2t zo — LoL? —ze zo |zol? 
车 zi 、zz 满足 式 (3-4-7) , 则 上 式 等 号 右边 为 一 D 十 |zo1 二 R*。 于 是 有 
αι ο) (.ε--.ο)--Κ᾽ 

两 边 取 模 , 即 得 式 (3-4-6) 。 

其 次 ,由 上 式 又 可 得 

(αι --ᾱο)- τς στσίαι---) 

右边 的 分 式 大 于 0, 因 此 该 式 即 式 (3-4-5) 。 充 分 性 得 证 。 
@ 对 称 点 的 反 演 映射 

设 zi 、zz 是 一 对 对 称 点 , 则 按 判 定 定 理 , 它 们 满足 式 (3-4-7)。 记 zi、zs 的 像 点 分 别 为 
ς.ζ.ΗΙ ξι--1/χι»ζι--1/5;,. 1λπζ(β-4-τ), χι [53ἑ 11 δι 5/D, 即 得 


村 δι ον 之 0 1 κ -4- 
ζτ Ὁ Το ῬΡδ ΕΤ 0 (3-4-8) 
与 式 (3-4-7) 对照, 可 知 ἕι ς ἕ, 也 满足 对 称 点 的 判定 定理 , 故 它们 也 是 一 对 对 称 点 。 


3.5 分 式 线性 映射 


3.5.1 分 式 线性 映射 与 恒 等 变 换 


分 式 线性 映射 公式 为 
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ασ Γὂ 


G Bly (3-5-1) 
其 中 a、b、c、d ΕΓ ΛΞ, ἐ᾽ἑ0., αλ (3-9-1) Π[ Ἐ Ἂ 
ὑε--αα 
οτε (3-5-2) 
ΡΕ - 
"αρ 
(pc 天 ad ,否则 失去 分 式 线性 映射 的 意义 ) 可 见 其 等 价 于 相继 作 下 列 四 个 映射 : 
Εν μο η ο ει πο ἕτ-αι ---- 
ο 之 1 ς 它 


由 此 知 分 式 线性 映射 包含 了 平移 .放大 和 反 演 。 因 为 平移 和 放大 不 改变 圆 的 形状 , 故 该 映 
射 也 具有 保 圆 性 和 保 对 称 点 性 。 

对 变换 式 (3-5-1) , 若 某 点 zo 满足 Ezo) 二 zo, 则 称 το 为 该 映射 的 不 动 点 。 把 ου 代入 式 
(3-5-1), 则 有 

E 双 十 (Cd 一 xz 一 0 一 0 

可 见 一 个 分 式 线性 映射 至 多 有 两 个 不 动 点 。 除 非 < 二 6 二 0,d 二 4a, 此 时 方程 成 为 恒等式 0 一 
0, 有 无 穷 多 解 ,但 这 时 映射 成 为 恒 等 映 射 : 5z) 王 =。 由 此 可 知 , 有 多 于 两 个 不 动 点 的 分 式 
线性 映射 必 为 恒 等 映 射 。 


3.5.2 分 式 线性 映射 的 存在 和 唯一 性 定理 


任 给 平面 上 的 三 个 不 同 点 之 1]、\ 之 ?2、 之 3 和 4 平面 上 的 三 个 不 同 点 σα ,存在 唯一 的 
分 式 线性 映射 ,把 zi σε 、zs 1ΚΡΡ ΗΕ 81Η ξι.ξ, < 
证 ” 先 证 存在 性 。 考 察 方程 


(CHM αι 
(ὗ--ἕε)(δε-- δι) (ses) ίει-- τι) 


显然 该 式 可 写 为 式 (3-5-1) 的 形式 , 即 , 它 是 一 个 线性 分 式 映射 。 不 难看 出 , 它 把 = σε «σι 依 
序 映 射 为 5、5&、5s。 存 在 性 由 此 得 以 证 明 。 

下 面 证 明 此 映射 唯一 。 

设 两 个 分 式 线性 映射 == 了 f(z) 和 4 二 g(z) 都 把 zi 、zs 、zs 依 序 映 射 为 5、&、5h。 现 考虑 
映射 M, 它 是 先 作 映 射 = 了 (z) ,而 后 作 映 射 gs (Ὁ , 即 MC(z) 二 g 1'[f(z)]。 显 然 ,M(z) 是 
从 zz 平面 到 zz 平 面 的 映射 , 即 


(9-5-8) 


(5) ΣΚ Ε 
πα ας εφ 


因此 可 设 M(z) 为 把 之 1]、\ 之 2?、 之 3 依 序 映射 为 αν ας δν ο 由 前 述 存 在 性 可 知 ,将 之 ]、 之 2、 它 3 依 
序 映 射 为 = 、z νεο 的 分 式 线性 映射 存在 , 故 可 设 M(z) 为 该 分 式 线性 映射 。 
但 另 一 方面 ,MM(z) 事 实 上 是 把 之 1 ， 之 2 » 28 依 序 映射 为 之 1 9 之 2 9 之 3 


f(z) τες) 
(5 9 2 ， 之 3 χ---οξ «Ὁ ο ος 9 之 2 > Za) 


可 见 映射 M(z) 有 三 个 不 动 点 ,因此 M(z) 为 恒 等 变 换 : 
Μί(α)--ρ-!Γ[(α}]-Ξ-α 
“ΚΗ F(Cz) 王 g(Cz)。 唯 一 性 得 证 。 
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方程 (3-5-3) 实 际 上 就 是 分 式 线性 映射 的 公式 ,通常 简写 为 
(bb ,6 63) = (Zi ,Zs ,3) (3-5-4) 
两 边 分 别 代 表 式 (3-5-3) 的 两 边 , 例 如 


(i ) (Ce 
(2— Ελα --σι) 


(之 , ,Zz ,Za) 称 为 zz、zi、zz、zs 这 四 点 的 交 比 。 式 (3-5-4) 或 式 (3-5-3) 表 明 , 交 比 在 分 式 线性 
映射 下 是 不 变 的 。 

作 分 式 线性 映射 时 ,只 要 把 选 定 的 zi 、z;、zs ΤΠ ξ,.ξ,.ζι 代入 式 (3-5-4) 或 式 (3-5-3) ,就 
得 到 了 映射 式 。 若 σι 或 5(i 二 1,2,3) 中 有 一 点 为 0, 则 交 比 中 含 吕 点 的 两 个 差 式 相互 约 
掉 , 即 这 两 个 差 式 自动 成 为 1。 

【 例 3-5-1】 求 把 > 一 co ,1,0 映射 为 5=2,0,oo 的 分 式 线性 映射 。 

解 ” 所 求 映 射 为 (5,2,0,ce) 王 (zco,1,0)。 按 式 (3-5-3) ,此 即 


《人 


《3=5-5j 


52 1 
= 之 
故 所 求 映 射 为 
(3 


至 于 映射 双方 区 域 间 的 对 应 关系 ,可 以 用 以 下 方法 简单 地 判定 : 取 z= 土 i, 则 由 映射 关 
系 式 , 有 5 一 2(1 士 D 。 由 此 即 可 知道 ,z 的 上 (下 ) 半 平面 对 应 于 5 的 上 (下 ) 半 平面 。 


〖 例 3-5-2〗 导出 例题 3-2-1 中 的 映射 式 «στη ο 
ΒΕ ”该 映射 是 把 线 电荷 映射 为 圆心 ,把 地 面 映射 为 单位 圆 , 如 图 3-5-1 所 示 。 
首先 取 定 三 对 对 应 点 : 

Α: z=ia, &=0 

Bi «ο, ἕ-----Ἱ 

ο Ἕε----α..  ἕεσα 


这 里 已 经 注意 到 zs 是 zi 的 对 称 点 ,而 圆心 的 对 称 点 在 ce 。 


图 3-5-1 地 面 映 射 为 单位 圆 
把 以 上 点 对 代入 映射 式 (5 生生， 各 ) 一 (zziyz ναι) ,得 
(ξ.0.--1'οο)--(σ.ἰα»0, --ἰα) 
整理 即 得 
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z—ia 
C= 


之 十 ia 
3.5.3. 传输线 理论 中 的 史密斯 阻抗 圆 图 


史密斯 (Smith) 阻 抗 圆 图 在 电磁 波 传输 线 理 论 中 有 重要 的 应 用 。 下 面 从 线性 分 式 映射 
的 角度 对 其 加 以 说 明 。 

传输 线 上 任 一 点 的 复 阻 抗 为 z= 二 r+ 十 iz, 其 中 7 为 电阻 ,0 过 + 二 oo0;x 为 电抗， 
一 oo 之 x 过 oo 因此,z 的 定义 域 为 r 宇 0 的 半 无 限 大 平面 。 

为 一 方面 ,传输 线 上 任 一 点 的 复 反射 系数 本 与 该 点 的 复 阻 抗 有 如 下 关系 : 
-1 
z 十 zo 
这 里 z 为 传输 线 的 特性 阻抗 ,是 实 常数 。 从 映射 的 角度 看 ,该 式 是 从 复 阻 抗 = 平面 向 复 反 
射 系 数 工 平面 的 线性 分 式 映射 ,由 例 3-5-2 可 知 它 将 = 平面 的 右 半 无 限 区 间 映 射 为 下 平面 
上 的 单位 圆 内 部 。 点 的 对 应 关系 是 : 

(z=0,z0 ,00)—>(T=—1,0,1) 

如 图 3-5-2 所 示 。 这 样 ,用 工 平 面 上 的 单位 圆 就 可 以 包括 复 阻 抗 的 全 体 值 ,这 比 用 半 无 限 大 
的 = 平面 显然 方便 得 多 。 


ΓΞ (3-5-6) 


ΣΠ 


图 3-5-2 半 无 限 大 区 间 映 射 为 单位 圆 内 部 
等 电阻 线 (r 二 const. ) 和 等 电抗 线 (z= 一 const. ) 在 = 平面 中 分 别 是 平行 于 虚 轴 和 实 轴 的 
无 限 长 和 半 无 限 长 直线 。 下 面 考察 这 两 种 等 值 线 的 映像 。 
首先 将 式 (3-5-6) 改 写 为 
ΞΕ 
-ρ- 1-15 
αν ο ΕΙ xz 一 > 十 i 一 起 代入 上 式 ， 分 开 实 部 和 虚 部 ,可 得 两 个 方程 ,它们 分 别 为 内 与 
r 和 xz 有 关 的 圆 : 


(9-0-τ) 


(一 到) «Εν [二 -) (3-5-8) 


人 名) = -(Ξ | (3-5-9) 


由 以 上 两 式 可 以 看 出 ,在 了 平面 中 ,等 > 线 和 等 z 线 都 是 圆 。 等 > 线 的 圆心 在 实 轴 上 
二 7/(r 十 zo ) 处 ,半径 为 wo/(r 十 zo)。 因 此 r=0 的 等 值 线 就 是 单位 圆 |T| =1, 其 圆心 在 原 
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点 ;而 r= 二 o0 的 等 值 圆 半径 为 0,; 圆 心 在 二 1。 其余 的 7 等 值 圆 半径 介 于 0 和 1 之 间 , 圆 心 在 
实 轴 上 ==0 和 w=1 之 间 。 等 z 线 的 圆心 在 w= 二 1,v= 二 zo/z 处 ,半径 为 。 等 + 线 和 等 xz 


|α] 
线 相互 正 交 , 如 图 3-5-3 所 示 。 这 就 是 史密斯 阻抗 圆 图 , 它 给 出 了 传输 线 的 全 部 复 阻抗 。 
顺便 指出 ,因为 荆 又 可 写 为 T==|Tle”, 故 在 械 平面 中 ,|TT| 的 等 值 线 为 以 原点 为 心 的 同 
心 圆 ,其 中 最 大 半径 为 1CIRI 的 最 大 值 为 1) ;而 9 的 等 值 线 则 为 由 原点 发 出 的 射线 ,如 图 
3-5-4 所 示 。 该 图 与 阻抗 圆 图 都 叫做 史密斯 圆 图 . 


图 3-5-3 史密斯 阻抗 圆 图 图 3-5-4 ”|T| 与 9 的 等 值 线 


39.6 癸 可 夫 斯 基 映 射 


3.6.1 儒 可 夫 斯 基 映 射 公式 


考虑 由 图 3-6-1 的 不 完全 上 半 平 面 到 完全 上 半 平 面 的 映射 ,要 求 映射 后 仍 保持 原来 的 
对 称 性 , 即 B 在 原点 ,而 A、C 关 于 B 对 称 。 


图 3-6-1 不 完全 上 半 平 面 


首先 设法 将 圆 弧 映 射 为 直线 。 这 可 由 以 下 步 又 实现 。 
第 一 步 , 用 分 式 线性 映射 将 弧 ABC 映射 为 虚 轴 : 
A:(z1=—R,& =00) 
B.:(zs=iR, b=i) 
C:(zs=R,&,=0) 
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代入 式 (3-5-5), 得 5 一 半天。 映射 后 的 图 形 如 图 3-6-2(a) 所 示 。 


图 9-6-2 ” 圆 弧 映射 为 直线 


第 二 步 , 令 w= 二 中 ,将 图 3-6-2(a) 中 的 折线 映射 为 沿 实 轴 的 直线 ,如 图 3-6-2(b) 所 示 。 
显然 ,该 图 尚未 满足 对 称 性 要 求 。 

第 三 步 ,使 图 3-6-2(b) 中 直线 上 各 点 恢复 原来 的 对 称 性 ,如 图 3-6-2(c) 所 示 。 但 这 一 目 
标 不 能 经 平移 实现 ,因为 无 穷 远 点 不 能 经 有 限 平 移 到 达 有 限 远 点 。 

分 式 线性 映射 可 实现 此 目标 ,因为 它 能 将 圆 仍 映射 为 圆 ,而 直线 是 圆 的 特例 。 因 此 , 取 
映射 式 (wi ,oo ,一 1,0) = 二 (ws, 一 1,0,1) ,整理 即 得 


ωσ[ᾳ ΕΕ) (3-6-1) 

此 即 儒 可 夫 斯 基 ( 下 yxkoBckai) 映 射 。 在 此 映射 中 , 原 图 形 的 对 称 性 保持 不 变 , 故 原 图 中 虚 轴 
上 的 点 仍 映射 在 虚 轴 上 。 

【 例 3-6-1】 地 面 上 有 一 无 限 长 半圆 柱 形 突起 ,圆柱 半径 为 1。 在 半圆 柱 的 上 方 与 圆柱 


轴线 距离 a 处 ,有 一 平行 于 圆柱 轴线 的 无 限 长 带电 直线 , 线 电荷 密度 为 Q, 如 图 3-6-3(a) 所 
示 。 求 空间 各 点 的 电势 。 


3-6-3 无限 长 半圆 柱 形 突起 映射 为 平面 


解 ”利用 式 (3-6-1) 将 图 形 3-6-3(a) 映 射 为 图 3-6-3(b): 
5 到 (< 十 三) (3-6-2) 


图 3-6-3(b) 中 


一 去 (4a 一直) (3-6-3) 


图 3-6-3(b) 中 的 电势 分 布 已 在 例题 3-2-1 中 求 得 ,为 
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Ωμ. VE 
(6.η)--------] (3-6-4) 
“VE 
为 得 到 原 图 形 的 电势 分 布 , 还 需 作 逆 映 射 。 
把 z= 二 zx 十 iy,5==& 十 iy 代入 式 (3-6-2) ,可 得 


ε-Σ(ογτεπ)'η-χ(ν επ. Ἐπ) 


利用 式 (3-6-3) ,有 


外 一 太一 
CI 


[et yo +et+ (y+) | 
[et yta)]| 2+ (yi) | 


代入 式 (3-6-4), 即 得 图 3-6-3(a) 的 电势 分 布 : 


Q 1 μα 
1 νε ΕΞ 
a 


1 


2περ In 


六 ] 
oe αν 
这 与 用 镜像 法 得 到 的 结果 完全 相同 。 

3.6.2 ”单位 圆 内 部 区 域 在 侍 可 夫 斯 基 映 射 下 的 像 


前 面 已 见 , 儒 氏 映射 把 除 半 个 单位 圆 以 外 的 上 半 平 面 映射 为 整个 上 半 平 面 。 而 且 不 难 
看 出 ,该 映射 也 把 除 半 个 单位 圆 以 外 的 下 半 平 面 映射 为 整个 下 半 平 面 。 
另外 ,把 单位 圆 方程 z= 二 e* (0 之 gq 二 27) 代 入 映射 式 (3-6-1) ,有 


5 一 到 (ep 十 er 一 cos φ 
可 见 单位 圆 在 颂 氏 映射 下 的 像 是 沿 实 轴 的 一 段 一 1 三 1, 如 图 3-6-4 所 示 。 


图 3-6-4 单位 圆 在 侍 氏 映射 下 的 像 


综 上 可 知 , 儒 氏 映射 把 单位 圆 以 外 (|z| 之 1) 的 平面 映射 为 除 上 轴 上 [一 1,1] 一 段 以 外 
的 整个 平面 。 

现在 考察 单位 圆 内 部 (|z| 二 1) 区 间 在 颂 氏 映射 下 的 像 。 

把 z==pe*(p 过 1) 和 ==& 二 iy 代入 映射 式 (3-6-1) ,分 开 实 部 和 虚 部 ,得 


6 去 (p+ 广 )cos Φ, η-Σ(ο--α)οπ OP (3-6-5) 
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现 考虑 单位 圆 内 部 的 任意 一 个 同心 圆 : |z| =p, 二 1 为 常数 。 对 此 , 式 (3-6-5) 给 出 
5 τα, (3-6-6) 
其 中 


Oo 
方程 (3-6-6) 为 椭圆 方程 ,其 两 个 半 轴 分 别 为 a 和 2 ,而 焦点 在 实 轴 上 的 士 Vz 一 严 一 士 1 ἈΝ, 
可 见 , 单 位 圆 内 部 的 同心 圆 族 被 映射 为 焦点 在 5= 土 1 的 共 焦 椭圆 族 ,其 中 ,po, 一 1- 的 圆 (对 
应 于 a 二 1,6 二 0) 映 射 为 紧 靠 实 轴 ( 一 1,1) 的 围 线 , 而 p, 一 01+ 的 圆 ( 对 应 于 α-»οο,δ-»οο) μὲ 
射 为 半径 无 限 大 的 圆 。 由 此 可 见 , 单 位 圆 内 部 区 域 被 映射 为 除 ( 一 1,1) 一 段 实 轴 以 外 的 整 
个 平面 ,该 平面 与 单位 圆 外 的 像 平面 在 实 轴 ( 一 1,1) 上 相连 接 。 

再 考虑 单位 圆 内 部 的 射线 。 射 线 方程 为 g 一 const. , 代 人 式 (3-6-5) ,得 


二 ο, στις 可 


消去 o, 得 
- α: ὁξ 
其 中 a= | cosm | ,5 二 |singo | 。 式 (3-6-7) 为 焦点 在 ζ--1-1 的 双 曲 线 方程 , 故 知 单位 圆 内 部 
的 射线 族 被 映射 为 共 焦 双 曲 线 族 。 
以 上 情况 如 图 3-6-5 所 示 。 


=] (3-6-7) 


图 3-6-5 单位 圆 内 部 区 域 的 映射 


由 于 侍 氏 映射 的 这 些 特点 ,使 得 该 映射 在 椭圆 边界 和 双 曲 线 边界 的 定 解 问题 中 有 重要 
的 应 用 。 此 外 , 儒 氏 映射 还 被 用 于 计算 飞机 机 辟 的 剖面 形状 。 


3.7 多 角形 区 域 的 映射 


本 节 介 绍 将 一 个 多 角形 区 域 变换 为 整个 上 半 平 面 的 映射 。 该 映射 又 称 为 施 瓦 效 - 克 利 
斯 托 夫 (Shwarz-Christoffel) 映 射 ,简称 S-C 映射 。 
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3.7.1 多 角形 顶点 的 外 角 


以 zi(i 二 4,2,…,n) 表 示 xz 平面 中 的 n 角形 区 域 D 的 各 个 顶 角 的 坐标 ,以 θ, 表示 项 角 
zi 的 外 角 , 如 图 3-7-1 所 示 。 这 里 外 角 的 定义 如 下 : 某 一 顶点 的 外 角 , 是 起 点 在 该 项 点 的 矢 
量 由 进入 顶点 的 方向 转 到 离开 顶点 的 方向 所 转 过 的 角度 , 且 以 逆 时 针 转 动 为 正 。 例 如 在 图 
3-7-1 中 ,0 .2 .0 和 丝 二 0, 而 9 一 0。 显然 , 绕 多 边 形 一 周 ,总 共 转 过 的 角度 为 2π, ΜΠ" 


2 和 二 于 (8-1-1) 
ἐ--1 


图 3-7-1 多 角形 区 域 及 其 外 角 


3.7.2 把 多 角形 区 域 映射 为 上 半 平 面 


现在 考虑 将 区 域 Ὁ 映射 为 整个 上 半 平 面 D', 亦 即 把 边界 线 映 射 为 5 平面 的 整个 实 轴 。 
记 0i(i 二 1,2,…n) 为 z; 的 像 点 ,它们 都 在 平面 的 实 轴 上 , 且 排 列 顺序 与 原 像 一 致 ,如 图 
3-7-2 所 示 。 显 然 该 映射 在 各 顶点 是 不 保 角 的 ,因为 各 顶 角 映射 后 丝 成 为 平角 π. 


图 3-7-2 各 像 点 的 位 置 


为 得 到 映射 公式 ,现在 来 考察 区 域 Ὁ 各 边 的 辐 角 在 映射 中 的 变化 情况 。 
以 顶点 zz 为 例 。 与 之 相连 的 两 个 线 元 Az|。.- Μον ο ο 


argAz|--z 一 r 十 Po ， ατβΔα]|....1 --ϕ; (3-7-2) 
考虑 ὃν 附近 。 记 A5 寺 Eb 一 b; , 则 有 
ατρδζ] ἕως --ᾱ, ατρδζ| ε-ὐξ Ξ0 (3-7-3) 


由 式 (3-7-2) 和 式 (3-7-3) 可 得 


ΔΣ]... Az| 一 .. 
arg ΓΗ Pp, arg δξ . Φ; (9-7-4) 
在 两 式 中 取 Δζ--0 的 极限 并 相 减 ,得 
ἆ d 
518 1 δ) τς a bz κ ο κ. 
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另 一 方面 , 式 (3-7-3) 中 两 式 相 减 , 有 
ατβίξ--δι) | 太一 arg(5 一 22) [ορ ----π (3-7-6) 
两 边 同 乘 以 一 笃 , 得 


μη 5 
arg (ζ--01) 3 Ρ --ε͵τβ(ζ--ὀχ)-» τ 二 化 ， (3-7-7) 


比较 式 (3-7-5) 和 式 (3-7-7) ,可 见 在 经 过 如 Αν σέ πςζ-- ο ΠΠ ΗΠ ΠΗ "κε. μῚ 
此 ,在 忆 的 邻 域内 有 


A (ς-- ο (9-7-8) 
其 中 A; 与 4 无 关 。 该 式 保证 了 当 z 沿 也 的 边界 线 越过 顶点 zz 时 ,5 也 沿 实 轴 越 过 咏 点 。 
同 理 可 知 , 在 5b, 的 邻 域内 应 有 


δι 
A Ce DI) 《3-7-9) 
由 此 可 推 知 ,n 角形 的 映射 式 应 为 
1 δρ 
Mh Ὅ(ζ--δι)  Ἔν.(ς--δρ Ἢ 


其 中 Μ 为 复 常数 。 该 式 与 式 (3-7-8) 不 矛盾 ,因为 在 ζ--ο, 的 邻 域内 , 除 ζ- 项 外 ,其 他 括 
号 都 与 2 无 关 , 故 丝 可 归 入 Α, 中 ,于 是 式 (3-7-10) 成 为 式 (3-7-8) 。 
由 式 (3-7-10) 可 写 出 


9 ϐ) ὃς 
Zz +M| (ὁ-- δι) (ζ--δε re (ξ--δ,)--ἀξ (3-7-11) 


其 中 z 为 复 常数 。 此 式 即 S-C 映射 。 由 此 求 出 反 函 数 5(z), 即 得 到 由 = 平面 到 平面 的 
映射 。 

根据 保 角 映射 的 存在 和 唯一 性 定理 ,指定 三 对 点 Cz;,5;) (i 二 1,2,3) 即 确定 了 一 个 映射 ， 
故 式 (3-7-11) 中 只 有 三 个 δι 可 以 预先 指定 ,其 余 各 δι 以 及 z。 和 A 共 nn 一 1 个 常数 丝 须 经 映 
射 式 (3-7-11) 由 原 图 形 确定 。 但 有 时 也 可 根据 对 称 性 ,事先 确定 菜 些 b, 的 值 。 


3.7.3 无 穷 远 顶点 的 外 角 
假定 5, 在 无 穷 远 ,如 图 3-7-3 所 示 ,那么 9, 应 如 何 确定 ? 
作 一 条 辅助 线 ( 即 图 3-7-3 中 的 虚线 ) ,使 之 与 连接 ας, 的 两 条 线 相交 于 zs 和 xz% ,这样 就 
得 到 一 个 由 顶点 σι 、z2z 、z%、zs、…、z, 构成 的 nn 十 1 边 形 。 
记 zzs 和 zz 的 外 角 分 别 为 9; 和 9%, 则 显然 
GO Σ 0 = 2π (8-7-12} 
ἴπα2Ἠς; [88 2 0161, ΠΧ ΕΒΕ n 十 1 边 形 ， 
式 (3-7-11) 中 的 (6 一 5,)- 项 应 应 改 为 (5 一 0 κε, 


再 令 辅 助 线 推 向 无 穷 远 , 则 2 十 1 边 形 就 应 等 同 于 顶点 ς, 
4: 2133 ΕΙΝ 11). ΤΗΝ Πο πε βιΕ δ, Μα 图 3-7-3 无 穷 远 点 的 映射 
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κ) 


3 ο. . 
(ξ-δι}-.(ς-δὲ}---ο(ξ-δε)--- (3-7-13) 


与 (( 一 by)-* 相 比 ,可 知 应 有 


,= 十 0% {5-1-14} 
由 此 可 知 ,前 面 对 外 角 的 定义 ,对 无 穷 远 顶点 同样 成 立 。 图 3-7-4 示 出 了 几 种 情况 。 


bm 


. ρα 


(4) 


图 3-1-4 几 种 无 穷 远 顶 点 的 外 角 


3.7.4 有 无 穷 远 像 点 的 情况 


不 妨 设 | 刀 |>co。 此 时 (5 一 )- 人 中 的 了 可 以 忽略 ,成 为 常数 (一 刀 )-*。 将 它 合并 到 
Μ 中 , 则 式 (3-7-11) 成 为 


6) δ, 
全 ΕΜ | 一 50 有 C6 (3-7-15) 


ΜΗ [δι 1 一 co 时 的 9-0 公式。 这 就 是 说 , 若 某 6;( 只 能 有 一 个 ) 在 无 穷 远 , 则 S-C 公式 中 与 之 
相关 的 项 可 直接 改 为 1。 


(271 将 带 有 高 h 的 无 限 长 竖 直 壁 的 
导体 平面 的 上 方 区 域 ( 如 图 3-7-5 所 示 ) 映 射 为 整 
个 上 半 平 面 。 

解 ” 这 是 一 个 四 边 形 区 域 ,顶点 A 在 无 穷 远 。 
各 点 的 外 角 以 及 像 点 列 于 表 3-7-1 中 ,其 中 A、B、C 
三 点 的 像 点 是 指定 的 ,而 D 点 的 像 点 则 是 根据 其 
与 B 点 的 对 称 性 而 确定 的 ,这 样 ,本 来 需要 确定 三 
图 3-7-5 带 有 无 限 长 竖 直 壁 的 导体 平面 ”个 常数 (n 一 1 二 3) ,现在 只 需 确定 两 个 了 。 
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表 3-7-1 3-7-5 中 各 项 点 的 外 角 和 像 点 


根据 公式 (3-7-15) ,有 
二 +M [Gti ee Ce 


ο ος 
=z, MVE =A (3-7-16) 
现 确定 x 和 M。 根据 B, 令 z 一 0, 二 一 hh, 有 0 一 zo。 再 根据 ο. 2 一 该 汉王 0 又 有 


i 二 MY 一 及 一 hM, 故 M 一 1。 于 是 式 (3-7-16) 成 为 


μι (3-7-17) 
于 是 ,由 z 平 面 到 < 平面 的 映射 式 为 

5 一 V κ) —h? (3-7-18) 
这 里 根 号 前 取 正 号 ,是 为 了 保证 像 区 域 为 上 半 平 面 。 Ξ z=% 


【 例 3-7-2〗 将 图 3-7-6 所 示 的 分 支 波导 内 部 区 域 映射 
为 & 的 上 半 平 面 ,使 满足 以 下 对 应 关系 : 


2 二 co 一 0 二 co， z=0—>b;=0, Σα οο-»όι”-1 


内 部 导体 板 的 厚度 不 计 。 

解 ”所 论 区 域 为 四 边 形 。 首 先 列 出 表 3-7-2 如 下 ,其 中 
bs 待定 。 因 为 像 区 域 在 5 的 上 半 平 面 , 故 由 边界 对 应 定理 
可 知 5, 二 0。 


Ζ9ο 


图 3-7-6 ”分支 波导 的 内 部 区 域 
表 3-7-2 3-7-6 中 各 项 点 的 外 角 和 像 点 


Q 


= zo -Μ[α-ογ:ς Ce = 


κας ἜΜ i 
=zo ΓΜ[ --δεΙα(ζ--δ.) tln(1— 0)] (4-7-19) 
式 中 共有 三 个 待定 常数 :zo .M、2 ,它们 可 由 二 一 内 中 的 任意 三 个 确定 下 来 。 
由 图 3-7-6 可 知 


ο Ἐρ be δρ te dz ΚΣ 
ο ο αν -- [μη 下 (3-7-20) 
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Κη 其 中 e>0。 显然 5 二 bb 是 单 极点 (这 是 因为 zs 是 顶点 ， 
Δ πο ο ο τν 
”” 即 先 取 积分 路 径 为 绕 过 极点 的 小 半圆 周 ,如 图 3-7-7 所 


图 3-7-7 绕 过 极点 的 小 半圆 周 只 
示 , 然 后 在 积分 结果 中 令 e>0。 


在 图 3-7-7 的 半圆 周 上 
ζ--ὖ» |-εε’, ἁζ--ιεεν ἀθ 


由 式 (3-7-19) 求 得 敌 , 代 入 式 (3-7-20), 则 有 


.. Μ 3 -- δ; 1 ᾱ.-. «δ 
ο, im|. ( ες τι 一 jise 46 
Ἐν bs 
a Tb (3-7=21) 
对 于 zi>bs=1 ;类似 地 有 
ΠΕ 区 ἐν. I dzd (3-7-22) 
“ Ει τ 1--ε dz ζ ΤΙ 
在 5 一 1 的 邻 域内 ,5 一 1 十 se , 故 有 
κ κο, σον ὁ 
人 tm | . [a | τοῦ) (νε 44 
Ξ π 
一 一 i τ. (3-1-23) 
由 式 (3-7-21) 和 式 (3-7-23) 可 以 求 得 
᾿ 
τση Μο (αν ΓΑ.) (3-9-24} 
把 α--ει--θ 和 ζ--δι--Ξ0 代入 式 (3-7-19) ,可 得 
baM 
5ο ἢ- ῃ, In(—b;,) (9-7-25) 
综合 式 (3-7-24) 和 式 (3-7-25) ,代入 式 (3-7-19) ,最 后 得 到 
ho) 7 
> en] (1-Εχ5τ} (1 Ὁ] (3-7-26) 


3.8 平行 板 电容 器 边缘 附近 的 电场 分 布 


作为 保 角 映射 的 应 用 实例 ,本 节 讨论 平行 板 电 容器 边缘 附近 的 电场 分 布 。 
3.8.1 场 区 的 保 角 映射 


平行 板 电容 器 极 板 附近 的 图 形 及 所 取 坐 标 系 如 图 3-8-1 所 示 , 未 画 出 的 部 分 可 视 为 延 
伸 至 无 穷 远 , 设 上 下 极 板 电位 分 别 为 士 V。 
首先 用 S-C 映射 把 电容 器 内 外 的 电场 映射 为 的 上 半 平 面 。 指 定 A、B、C、D 各 点 的 
像 位 置 如 图 3-8-2 所 示 , 其 中 b= 二 1 是 根据 D ΠΒ 的 对 称 性 而 判定 的 。 注 意 到 原 图 中 两 个 
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C 点 并 不 等 电位 , 故 图 3-8-2 中 原点 处 留 有 一 缝隙 ,以 表示 两 边 绝缘 。 


3-8-1 电容 器 极 板 的 附近 区 域 


图 3-8-2 ABC 了 各 点 的 像 位 置 
表 3-8-1 3-8-1 中 各 项 点 的 外 角 和 像 点 


之 0 b 
A | ce 3π ce 
Γ 
Β 一 下 二 i 5 --π 一 
ς 0 π Ε 0 
根据 图 3-8-1 和 图 3-8-2 列 出 表 3-8-1。 将 表 中 各 值 代 人 S-C 映射 公式 (3-7-11) ,有 
ες, +M|G DE — Dat w, εΜ(ᾶ-- ing ) (3-8-1) 
对 于 B 点 , 式 (3-8-1) 给 
--Ε 9 Στίτ) (3-8-2) 
对 于 也 点 , 式 (3-8-1) 给 出 
d M 
ο πο τας. (3-8-3) 
由 式 (3-8-2) 和 式 (3-8-3) 可 得 
Μ--- -ᾱ τς (3-8-4) 
π 2 
于 是 
>/ 
“i 一 和 mg ) (3-8-5) 
现在 再 经 如 下 步骤 即 可 把 ξ, 的 上 半 平 面 映射 为 
无 限 大 平行 板 电 容器 内 部 : 
= 
名 一 ln 多 (3-8-6) 
C= 一 zs 


如 图 3-8-3 所 示 。 
综合 以 上 各 映射 ,可 得 


图 3-8-3 ζ 上 半 平 面 的 映射 
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z 十 i 忆 一 生 (ee 十 区 (3-8-7) 
此 即 由 图 3-8-1 到 图 3-8-3 的 映射 公式 。 
3.8.2 利用 复 势 分 析 电 场 
由 图 3-8-3 可 知 5 平 面 的 电位 分 布 为 


α--ῃ--εγιζ-Βε(--! ος) (3-8-8) 
故 复 势 w= 二 =u 十 iv 可 写 为 
Re A (3-8-9) 
π 
由 此 , 式 (3-8-7) 可 写 为 
5 σι οἡ- σαι] (3-8-10) 


此 式 实际 上 给 出 了 复 势 的 空间 分 布 。 由 此 可 进而 求 出 场 强 的 分 布 。 
根据 复 场 强 与 复 势 的 关系 = 一-[ 见 式 (2-1-8)], 有 


1 2Υο 


τω 
ΕΙΞ ΞΞ Ξ . (3-8-11) 
Bde 至 | lew"+lld 
τυ 
把 τυζι- ου. Α, [18 
| 五 | λα (3-8-12) 
de  ἡ ον +1 
下 面 分 别 讨 论 电容 器 内 远离 边缘 处 和 边缘 附近 的 电场 分 布 情况 。 
把 ww=u 十 iv 代入 式 (3-8-10) ,分 开 实 部 和 虚 部 ,有 
ᾱ--βξ {ο ἤτον το) (9-8-13) 
-ᾱ /rvein tT κ. 
ος ο αν τε) (3-8-14) 


在 电容 器 内 远离 边缘 处 , 即 |y| 达 所 ,z 一 一 oo 处 ,两 式 给 出 vco, 于 是 式 (3-8-12) 中 的 根 式 


趋 近 于 1, 从 而 有 | 五 | = 。 这 正 是 平行 板 电 容器 内 部 在 忽略 边缘 效应 时 的 场 强大 小 。 


在 极 板 边 缘 附 近 ,z 人 ~ 一 站 ， ly1 玉 分, 式 (3-8-13) 和 式 (3-8-14) 给 出 ws 士 Vu,us0, 于 


是 式 (3-8-12) 中 的 根 式 等 于 0, 故 |E| 一 ce。 可见 极 板 边 缘 是 场 强 最 大 处 ,这 体现 了 电场 的 
尖端 效应 。 在 极 板 边缘 最 易 发 生 电击 穿 。 
为 更 详细 地 了 解 | 五 | 的 分 布 情况 ,考察 场 强 沿 一 条 确定 的 等 位 线 〈 即 “一 常数 的 线 ) 的 
首先 画 出 极 板 边缘 附近 的 场 图 ,如 图 3-8-4 所 示 。 把 式 (3-8-12) 用 于 任 一 条 等 位 线 , 则 
该 式 可 写 为 
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图 3-8-4 极 板 边缘 附近 的 场 图 


ΙΕ ος, (3-8-15) 
g(v 
其 中 
Ε(υ)--ε- το -Γ2ε τν οος +1 (3-8-16) 
0 


4 为 常数 。 显 然 ,g(v) 的 极 大 (小 ) 对 应 于 |E| 的 极 小 (大 ) ,因此 ,我 们 来 考察 g(v) 的 极 值 。 
由 式 (3-8-16) 有 


ἀξ Ts Tu EY 
Ἔρος 2 ye Vo (- νο Ἔοος τε) (39-68-11) 
d 
极 值 点 满足 驱 二 0, 于 是 有 
λος (3-8-18) 
注意 到 
πιι 2 
cos τ" (39-68-19) 
0 Vo 
«ο, (ua) 


ο ο ο. το. 
利用 式 (3-8-18) 易 于 求 得 ,在 极 值 点 有 


πας. (5) ε- ὖ ο (3-8-20) 
故 g(v) 只 有 极 小 值 。 
综 上 可 知 , 沿 任 一 等 位 线 , |E| 或 者 有 极 大 值 ,或 者 无 极 值 。 两 种 情况 的 分 界线 就 是 等 
Vo 


位 线 |u| 二 三。 即 沿 此 等 位 线 , |E| 刚 好 不 出 现 极 大 值 。 这 样 ,把 极 板 弯 成 与 等 位 面 |u| = 


字形 状 相同 的 曲面 , 则 极 板 处 处 |E| 无 极 大 值 ,就 可 以 避免 边缘 附近 的 电击 穿 。 这 样 的 电 


容器 称 为 儒 可 夫 斯 基 电 容器 。 
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证 明 变 换 ω--- 


证 明 变 αν. 将 区 域 |z| 过 1 映射 为 一 模 形 区 域 ,并 画图 说 明 。 


分 别 求 = 平面 上 的 圆 z 十 交 一 4y 一 0 和 α΄» ν΄ --4ᾱ-- ο 在 映射 5 一 22 3 之 下 的 
像 。 

᾿ 3 |z|=1 --ϱ ᾽ 
ΕΤΗ εν 、 ,的 不 完整 上 半 平 面 变 为 整个 上 半 平 面 
的 映射 。 


电位 分 别 为 V。 和 一 Vo。 的 两 个 半 无 限 大 导体 平板 位 于 同一 平面 ,相距 24, 如题 图 
3-1 所 示 。 求 此 平面 内 的 静电 场 分 布 。 


题 图 3-1 
一 块 半 无 限 大 接地 导体 板 厚度 为 24, 其 对 称 面 为 x 二 0。 在 对 称 面 上 距 导 体 板 顶 


面 为 h 处 ,有 一 根 均匀 带电 线 平行 于 顶 面 ,其 线 电 和 蓓 密度 为 4, 如 题 图 3-2 所 示 。 
求 导体 对 称 面 上 导体 与 带电 线 之 间 ( 即 zx 一 0,0 委 >< 疡 处 ) 的 静电 场 。 


第 4 章 二 阶 线性 齐 次 常 
微分 方程 解法 概论 


在 电磁 场 理论 分 析 中 经 常 遇 到 二 阶 线性 微分 方程 ,常见 的 有 勒 让 德 (Legendre) 方 程 、 贝 
塞 尔 (BesseD 方 程 韦 伯 (Weber) 方 程 . 厄 米 特 (Hermite) 方 程 、 拉 盖 尔 (Laguerre) 方 程 . 惠 泰 
克 (Whittaker) 方 程 ,等 等 。 本 章 将 简要 介绍 有 关 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 的 解 的 一 些 基本 概 
念 ,以 及 方程 的 一 般 求解 方法 ,为 后 面 几 章 关于 具体 方程 的 求解 作 必要 的 准备 。 


4.1 引 论 


4.1.1 二 阶 齐 次 方程 的 通 解 
二 阶 线性 齐 次 方程 的 一 般 形 式 为 
+p +g) uO (4-1-1) 


其 中 z 一 般 为 复数 。 如 果 已 经 得 到 方程 的 两 个 特 解 w 和 us ,; 且 二 者 线性 无 关 ( 即 二 者 不 成 
比例 ) , 则 方程 的 通 解 即 可 表示 为 
Ul(z)=ciui(z) cus (2) (4-1-2) 
Οἱ νέ2 为 两 个 任意 常数 。 
在 简单 的 情况 下 ,两 个 特 解 可 由 观察 法 得 到 。 但 有 时 用 观察 法 只 能 得 到 一 个 特 解 四 ， 
此 时 可 用 降 阶 法 求 出 第 二 个 特 解 。 方 法 如 下 。 
设 第 二 解 为 
2W?(Z) =ui(z)v(z) (4-1-3) 


代入 方程 (4-1-1) ,并 记 w 一 至 。 注 意 到 αι 满足 方程 (4-1-1) , 故 得 到 关于 ω 的 一 阶 方程 


de a0 (4-1-4) 
dz 
其 中 
- 2 du ον 
Ρο ορ -ᾱ (4:15) 


为 已 知 函 数 。 由 式 (4-1-4) 解 得 
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w(z) 一 wexp| 一 上 Ρ{4Ε] (4-1-6) 


式 中 Tuo 即 w(xzo), 下 同 。 
另 一 方面 ,对 dv 二 w(z)dz 积分 ,有 


υία) -- ον +| te (4-1-7) 
把 式 (4-1-6) 代 入 ,再 代入 式 (4-1-3) ,可 得 ' 
κα (3) = uz) ου των Γ al 一 | Ρ(Θ46]45} 
把 式 (4-1-5) 代 入 上 式 , 可 以 推 得 
αν) = ων (3) [ου ΓΑΙ exp| — ρ(θαε] 
其 中 Α-- τυριά (ση) ο 这 就 得 到 了 第 二 个 特 解 。 
4.1.2 级 数 解 及 其 存在 性 


若 观察 法 和 降 阶 法 都 不 能 解决 问题 , 则 可 考虑 用 级 数 解 法 , 即 在 某 点 z。 的 邻 域内 ,将 未 
知 函 数 u(z) 展 为 泰勒 级 数 : 


αζαὴ --α(αο) + (αιλία--κο)}- γα (ξυ)(α--.ο)’ τρ. (4-19) 


将 此 代入 方程 (4-1-1) ,比较 同 次 宕 的 系数 ,可 以 得 到 各 系数 间 的 递 推 关 系 。 只 要 给 定 初 值 
ε(ζο} ἯΙ μ’ (zo), 则 该 级 数 解 就 是 确定 的 。 说 明 如 下 。 
将 方程 (4-1-1) 改 写 为 


| (4-1-8) 


uz)= fu,u ,z) (4-1-10) 
令 其 中 z 二 zo ,因为 u(zo) 和 w (zo) 已 经 给 定 , 故 可 立即 得 到 二 阶 导 数 的 初 值 ,= Γίω, 
wo，zo)。 再 对 式 (4-1-10) 求 导 , 可 得 
WW (2) fi (ιν νι, 5) (4-1-11) 
利用 已 知 的 wo .wz ,又 可 以 得 到 三 阶 导数 的 初 值 WY 二 iCwuo ,uo ,wo ,zo)。 依 此 递 推 ， 
只 要 按 这 种 步骤 可 无 限 地 进行 下 去 , 则 任意 阶 导数 的 初 值 丝 可 求 得 ， 从 而 级 数 解 得 以 确定 。 
ul(z) 的 任意 阶 导数 都 存在 的 点 是 解析 点 ,又 称 方程 的 常 点 。 因 此 ,只 有 在 常 点 邻 域内 
才 存 在 级 数 解 。 
下 面 作 为 例子 , 求 勒 让 德 方程 在 常 点 z= 二 0 邻 域 中 的 级 数 解 。 


勒 让 德 方程 的 形式 为 
(1 ju ὃν ελλ ied (4-1-12) 
dz dz 
其 中 4 为 常数 。 
设 解 为 
εζα)-- Ὁ) αἰαῖ (4-1-13) 
n=0 


代入 式 (4-1-12) ,得 


n=0 n=0 


(1 -- αἳ) Σ) nn— 1)αμς” το παμε] Ἔλα ΚΑΣ] αμα" 一 0 (4-1-14) 
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整理 后 得 到 
{Cnt2)Cnt+ la --[πίπ-- 1) -Ε2π--λ(λ 1) αι) =0 (4-1-15) 


ο ο ο ο. 应 为 0, 由 此 可 得 递 推 关系 如 下 : 
π(π--1)-Ε2π--λ(λ 1). _ (nA)(nt4+1) 


El es 
这 表明 , 偶 次 项 和 奇 次 项 的 系数 互 不 关联 ,， 故 u 可 分 解 为 两 部 分 2 
μ(ᾳ) ξ-αοιμι(5) -Γαιιο (2) (4-1-17) 
其 中 
ΝΠ Επ ο Πεν, 
πε. Ἢ (4-1-18) 
ΝΜ Qbar ες A κο ea 人 . 
- > δει wt! (4-1-19) 


这 里 δμ--- barr 一 ο. ο Ul 、M2 的 奇偶 性 不 同 ， 故 二 者 线 性 独立 。 μι 和 U2 都 有 确 


κε ο ατα. ἡ- u 为 偶 函 数 (或 奇 函 数 ) , 则 
方程 中 各 项 也 箔 为 偶 函 数 ( 或 奇 函数 )。 
易于 看 出 ,对 于 通 解 式 (4-1-17) ,有 
µ0Ξά]. οταυ, usu |, ο--αι (4-1-20) 
故 只 要 给 定 初 值 w 和 ww, 就 可 写 出 满足 初 条 件 的 特 解 。 
下 面 用 检 比 法 判断 级 数 解 的 收敛 域 。 
对 于 Ul 


2k 十 2 


(2ἑ--λλ(2ἑ--1--}} ; 
σε ΕΡΟΕΟ ο 


.. 


天 -> CO 


对 于 Uz 
(2k 十 1 一 A) (2k 十 2 十 A) ， 


δεις α”ί Ξ 
一 lim 之 


ὄοεειΣ ἄρενι Έ--ος el 
可 见 两 个 解 的 收敛 域 都 是 |z| 二 1。 事 实 上 ,z= 土 1 是 方程 的 奇 点 , 见 后 面 例题 4-1-2, 它 们 
限制 了 级 数 解 的 收敛 域 。 

利用 解析 延 拓 , 可 由 以 上 解 得 到 更 大 范围 内 适用 的 解 。 当 然 延 拓 时 只 能 绕 过 奇 点 z= 
士 1。 但 应 当 指出 ,从 同一 个 常 点 出 发 , 沿 不 同 路 径 延 拓 ,到 达 同 一 点 后 ,得 到 的 结果 可 能 会 
不 同 , 这 是 因为 两 条 延 拓 路 径 之 间 可 能 有 奇 点 ,使 这 两 条 路 径 不 等 价 。 这 两 种 结果 都 是 原 
方程 的 解 , 但 其 中 之 一 却 可 能 不 满足 物理 上 的 要 求 。 


4.1.3 方程 的 奇 点 


方程 (4-1-1) 的 奇 点 就 是 p(z) 和 (或 )q(z) 的 奇 点 。 
有 限 远 点 是 否 为 奇 点 很 易 判 定 。 但 无 穷 远 点 不 是 一 个 确定 的 点 ,这 导致 方程 的 奇异 性 
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C2k+3 2 
2 


一 lim --|αλ| 


;--οο 


lim 


ἐ--οο 


2k 十 1 


不 能 直接 判定 。 但 可 通过 变换 = 王 1/z ,把 z= 二 oo 转 化 为 确定 的 点 zi 二 0, 从 而 > 一 co 处 的 奇 
异性 就 是 zi 二 0 处 的 奇异 性 。 在 变换 >=1/z 之 下 ,方程 (4-1-1) 变 形 为 


α΄ d 
十 包 (z) 了 十 @ (za)x 一 0 (4-1-21) 


其 中 
1 


πο Ἱσ qz 一 二 ef 二 (4-1-22) 


ἀπ σι-ο  Ρι (zi) 和 (或 )qi (zi) 的 奇 点 , 则 z 王 ce 就 是 原 方程 (4-1-1) 的 奇 点 。 
【 例 441111 找 出 方程 


+u=0 
的 全 部 奇 点 。 
解 ” 该 方程 中 p= 二 0,g= 二 1, 在 有 限 远 处 没有 奇 点 。 
对 于 z 二 oo0, 由 ο --- zi 一 0 为 奇 点 。 故 = 一 co 是 方程 的 奇 点 。 
【 例 4411421} 找 出 勒 让 德 方 程 
τα μγᾶ ἡ Ὁ,.«κι.1ε}!-γµ--ῷ 
dz dz 


的 全 部 奇 点 。 
ας ”将 方程 与 标准 形式 (4-1-1) 相 比 , 有 
bo 一 一 [2 ο--- 


由 此 可 知 z= 一 1 和 z==1 都 是 方程 的 奇 点 。 此 外 , 令 zx 二 1/z , 则 方程 成 为 
dx ἃσι du ACA 十 1) 


dz? ' αἲ--14ἀ«σι ο. - 1) 


0 


易 见 σι--0 是 σαι (zi) 的 奇 点 , 故 z 一 co 是 方程 的 奇 点 。 
【 例 44131 找 出 超 几 何 微分 方程 


2 
ε(1--α) G+[y—(atB+1) 2 apu=0 


的 全 部 奇 点 (a、B、Y ΤΟ). 


解 ” 对 此 方程 
_ 7 一 (ae 十 8 十 1)z - 
Ρ(3) σ(1--5) 1 z(1—z) 
显然 z= 二 0 和 z 王 1 是 方程 的 奇 点 。 又 由 
1 1 加 αβ 
τας) αἴ(]--σι) 


可 知 χι--0 是 奇 点 , 故 z 二 2 也 是 方程 的 奇 点 。 
以 上 三 个 例子 中 ,p(z) 和 ql(z) 在 z 一 co 时 丝 有 限 ,并 不 显示 zx 一 ce 是 方程 的 奇 点 。 可 见 
在 讨论 z= 二 处 是 否 为 奇 点 时 , 作 变 换 z==1/zi 是 非常 必要 的 。 
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4.2 正则 奇 点 邻 域内 的 正则 解 


方程 的 奇 点 可 能 也 是 解 的 奇 点 。 既 然 级 数 解 没有 奇 点 ,因此 , 奇 点 邻 域 中 解 的 形式 会 
与 级 数 解 有 所 不 同 。 在 奇 点 邻 域内 , 解 的 形式 与 奇 点 是 否 正 则 有 关 。 如 果 奇 点 是 正则 的 ， 
那么 就 有 正则 解 ; 而 车 奇 点 非 正则 ,就 只 能 设法 寻找 常规 解 。 在 电磁 场 分 析 中 经 常 遇 到 求 
正则 解 的 问题 ,因此 本 节 将 较为 详细 地 介绍 正则 解 。 常 规 解 将 在 下 一 节 作 简 要 介绍 。 


4.2.1 方程 的 正则 奇 点 


设 z, 为 方程 (4-1-1) 的 奇 点 。 若 (z 一 z,)pC(z) 和 (z 一 z,)?g(z) 在 z==z, 处 解析 , 则 > Ἢ 
方程 (4-1-1) 的 正则 奇 点 。 
若 z 王 co 为 方程 的 正则 奇 点 , 则 经 zi 二 1/z 变换 后 , 奇 点 成 为 zi 二 0。 方 程 成 为 
ps) EE tga)u0 
从 而 奇 点 z= 二 oo 的 正则 性 可 由 σιρι(σι) ΤΙ zigqi(zi) 在 z= 二 0 处 是 否 解 析 而 得 以 判断 。 但 是 ， 
由 式 (4-1-22) 可 得 


Ζιβι(σζι)--2 -Ῥ(ἑ}-2 zp(z) 
εἰαιίει)--πα{2-}--:}α(5) 
故 > 一 co 的 正则 性 又 可 由 zp(z) 和 zg(z) 是 否 解析 而 简单 地 判定 。 
【 例 4-2-1】〗 证 明 勒 让 德 方程 ( 见 4.1 节 例 4-1-2) 的 3 个 奇 点 z== 土 1 和 >z= co 缘 为 
正则 。 
证 对 勒 让 德 方程 


2 MAT) 
τς. κα 1--7 
于 是 在 = 一 1 处 
Ὅς ὧν Ξ- 
(ᾳ--..)Ρ(8}}-. | c D7 | a 


λ(λ-Γ 1) 
--- | _=44+D 


可 见 x 二 1 是 正则 奇 点 。 同 样 可 证 ,z, 二 一 1 也 是 正则 奇 点 。 
对 于 zz, 二 560, 由 4.1 节 例 4-1-2, 有 


1--Σ 
1 十 z 


一 0 


ΞΞ]1 


CE [α Τη 


Ep A 
ο ων 人 1 
在 σι, --0 处 
2 2 
(.ι--θῥι(αι)|--ο-- ΕΞ ΗΕ 
πο ος ρω ποτ λ(λ 1) 
二 z1 =0 
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所 以 zx 一 ce 也 是 方程 的 正则 奇 点 。 


或 者 ,由 
25 
162) τ RS 
2 
ο, λ(Χ 1) 


ΜΗΝ ΠΙ ἨΙ z, 二 co 是 正则 奇 点 。 证 完 。 
【 例 4-2-21 证 明 超 几何 微分 方程 ( 见 4.1 节 例 4-1-3) 的 3 个 奇 点 z==0,1,co 丝 正则。 
证 ”对 超 几何 微分 方程 
ο κο ο τὰς. 
易 见 在 ε--0 处 ,zp(z) 和 α᾽φ(α) ΕΙΡ ΤΕ σ-- 1 处 ,(z 一 1)p(z) 和 (z 一 1)?*g(z) 也 都 有 限 ， 
故 z= 二 0 和 σ--1 都 是 方程 的 正则 奇 点 。 
ΧΙ α-- οο (η σι--θ)., Β1 


Ρ(2) 


ο. 


1--Σ 


zp(z) 二 a 十 B 十 1 


αβς 


Ίσως. 


两 者 丝 有 限 ,所 以 = co 也 是 正则 奇 点 。 证 完 。 
4.2.2 正则 解 与 指标 方程 
在 正则 奇 点 z, 的 邻 域内 , 形 如 


z gq(z) ΞΞαβ 


u(z) 一 Σα. (z= 5) (4-2-1) 


的 解 称 为 方程 在 邻 域 内 的 正则 解 。 其 中 o 为 常数 , 称 为 该 正则 解 的 指标 。 显 然 , 求 正则 
解 就 是 要 确定 ΤΙ ϱ. 

把 式 (4-2-1) 代 入 方程 (4-1-1) ,注意 到 (z 一 z,)p(z) 和 (z 一 z,)*g(z) 在 z= 二 =z, 处 都 是 解析 
函数 , 故 可 被 展开 为 泰勒 级 数 : 


(5--Ξ.}Ρ(α) -- 2) δι (α-- ει)! (4-2-2) 
k=0 
(ᾱ--α.)}ᾳ(α) = ὃ) οι (z— z,)* (4-2-3) 


k=0 


则 方程 (4-1-1) 成 为 


oo 


(α--ε 1 ΣῚ αν (Catontp— D+ ΣῚ [(5ἠ-ρ)δι ἠ- οι] Cz—z)*) (z—z,)" 一 0 
k=0 


n=0 


此 式 又 可 写 为 


(z 一 二 ) 生 人 ao[e(p 一 1D) 十 pp 十 co] 十 Σ) ία, Γζη-Γ)(π-Ερ-- 1) |-δο(ρἠ-π) 十 co] 十 
n=]1 


D) ort [Cn—k+pb tee]) (z—z,)") =0 (4-2-4) 


k=1 
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推导 由 读者 自己 完成 。 因 πες, , 故 由 式 (4-2-4) 有 
: 2(Co 一 1) 十 op 十 co 一 0 (4-2-5) 
以 及 


[2 Γέα-ρ)(π-Γρ--1)-]ὅο (ρ“1)-Γου ] 一 一 2 απ ε Γέπ-- ᾱ-- ob Ἔ οι ] (4-2-6) 
εστι 


式 (4-2-6) 即 系数 的 递 推 公式 。 例 如 , 令 ”一 1, 则 有 
αι [(1-Γρ)ρ --δο(ρ--1)- ευ Ἱτ---αο(διρ-|-οι) 
可 见 由 do 可 得 ΩΙ ο 把 Uo 和 αι 代入 式 (4-2-6) ,又 可 得 Ωᾳ1 9ο 显然 ,ao 天 0，, 和 否则 将 得 0 解 。 
因此 ,正则 解 的 最 低 次 竹 是 ο. 
方程 (4-2-5) 是 确定 ϱ 值 的 方程 , 故 称 为 指标 方程 。 其 中 bw 和 cs 由 式 (4-2-2) 和 式 
(4-2-3) 给 出 : ' 
bo=lim[L(z—z,)p(z)],co=liml (z—z,)" gq(z)] (4-2-7) 


4.2.3 正则 解 的 三 种 情况 和 夫 罗 上 比 尼 斯 法 


指标 方程 (4-2-5) 一 般 有 两 个 解 c 和 p; ,两 者 之 差 可 有 三 种 不 同情 况 , 从 而 正则 解 也 有 
3 种 情况 。 下 面 分 别 讨论 。 
Q@ pi 一 pz 关 0 和 整数 

此 时 方程 (4-1-1) 的 两 个 解 ( 以 下 约定 w 和 ws 分 别 对 应 于 ϱι 和 ps) 为 


οο 


Wy = (Ze) αι (ρι) (α---.,)" (4-2-8) 


oo 


Uz = (5 一 zy )4 SD Qn (0D) 《过 一 元) (4-2-9) 


n=0 


由 于 ρι ea) 和 整数 , 故 μι 和 us 线性 无 关 。 
例如 ,; 设 


11-25 σης 
3. » ἡ 2α7 


力 (z) 一 


则 按 式 (4-2-7) ,在 正则 奇 点 = 一 0 处 有 夯 一 取 ,a 一 一 于。 指标 方程 为 


1 1 
ρίρ--1)-- ορ ο 0 


解 得 pi 二 1,p; 二 一 万 。 于 是 有 


Wi = :2, [α;|»-1]5"» aa = 12 [αν |,--ᾱ- }8" 
ΠΑ͂Ν ει 和 wu 线性 无 关 。 
© ϱι --ϱ 
此 时 用 前 一 种 方法 显然 只 能 得 到 一 个 解 ,不 妨 记 为 wu。 车 用 降 阶 法 求 wz, 则 由 式 
(4-1-8) 可 知 , 由 于 被 积 函 数 的 分 母 中 有 [ui(z) 下 ,而 w(z) 现 在 为 无 穷 级 数 ,这 使 积分 难以 
进行 ,因此 应 采用 另外 的 方法 来 寻找 第 二 解 w (z)。 
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考虑 函数 
“ αξιι dz 
上 [| (4-2-10) 


因为 z 隆 z,, 故 L(wu) 二 0 与 方程 (4-1-1) 等 价 。 因 此 ,L(x)= 二 0 的 解 也 就 是 方程 (4-1-1) 的 解 。 
注意 到 式 (4-2-10) 中 的 方 插 号 就 是 式 (4-2-4) 的 等 号 左边 , 则 可 知 当 α, 满足 递 推 关系 式 
(4-2-6) 时 , 式 (4-2-10) 可 写 为 
1 (4) (1--5,)/αο(ρ--ρι)(ρ-- ρι) (4-2-11) 
这 里 已 利用 指标 方程 将 po(Co 一 1) 十 poo 十 cs 表示 为 (p 一 p1) (Co 一 2 ) 。 因 为 现在 o τρ. , 故 式 
(4-2-11) 即 
L(u)=(z—z,)rao (ρ-- ρι)” (4-2512) 
显然 ,o= 一 2 时 工 (x) 一 0, 这 表明 xz|。 是 方程 (4-1-1) 的 一 个 解 。 
为 找到 方程 (4-1-1) 的 第 二 解 ,对 式 (4-2-12) 求 o 的 导数 : 


φρο (ο = 人 


另外 ,由 式 (4-2-10) 知 站) 中 仅 与 p ιο 一世 (号 ), 因 此 上 式 可 写 为 


1.[72}--45 《有 οι) [ἱπίσ--5,)(ρ--ρι)-Γ2 1] (4-2-13) 


该 式 显示 工 (有 )=0; 即 (一 下 | 满足 L(x) 一 0, 即 满足 方程 (4-1-1)。 这 就 得 到 了 


与 ww 线性 独立 的 第 二 个 解 : 


qu 
9p 


= | 到 | c 3 ᾱς (----)”}} 


ρρι 20 n=0 p=p1 


τω(5) -- 


ο Ἠῶ; 
= In(z—z)u(z)+(z—z)" >) | 
之 SU 区 » λε 4 


这 里 已 注意 到 a。 是 作为 初始 条 件 事先 给 定 的 ,与 bp 无 关 , 故 求 和 从 n==1 开始 。 
9) ϱι --ϱ; --πι(ηι 为 正 整 数 ) 
在 递 推 公式 (4-2-6) 中 取 p= 二 ps ==pi 一 m, 则 得 
αι [ (πρι πλ) (π Τρι τι 1) "-δοίρι --πηι-|-π) ου ] 


ἐς --- z,)" | (4-2-14) 


3 (4-2-15) 
一 一 ar [ (2 一 & 十 o -- πι)δε -|- οι ] 
=1 


当 π--πι 时 ,左边 成 为 aw [pi (pi 一 1) 十 bopi 十 coj], 因 οι 满足 指标 方程 , 故 该 项 为 0, 从 而 η 
πι 的 各 系数 a, 不 能 确定 。 所 以 ,对 于 本 情况 ,wz 须 另行 确定 。 
令 ao 1 二 ao《p 一 pz) ,ao 为 与 bp 无关 的 任意 常数 。 代 入 式 (4-2-11) ,得 
L(u)=(z—z,)ao(p—p) (ρ--ρι)” 
对 此 求 p 的 导数 ,得 


1.(52} τας α,)’(ρ--ρι)[]η(α--ε,)ίρ--ριλίρ--ϱε)!ἠ-(ρ--ρι) Ε2(ρ--ρι)η 


"ρ--ρι Ν 1{δα}-ο, π 35--ΠΠΠαᾺ 
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co 


μα) = 55] = I= 


pz n=m 


-- 9 
(---5-,)5 过 


(2 (4-2-16) 
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{ΠΕΡ ΤΕἨΗΗΝ [Βα (ρ)--αὔέρ-- οι)» --αὐπέο, ΒΟΚΊΕΆ wn 一 0 开始 。 在 第 一 个 求 和 


号 中 ,由 于 a 满足 递 推 关 系 式 (4-2-15) ,而 ao |。 一 0, 故 以 后 各 项 al ,az，…,aw 1 和 皆 为 0。 但 
an 的 系数 ( 即 Lpi (ρι 一 1) 十 pooi 十 co]) 为 0, 故 α, 可 以 不 为 0,; 以 后 的 aii ;amis，… 也 就 不 
为 0, 所 以 求 和 从 2 一双 开始。 

式 (4-2-16) 的 右边 第 一 项 与 wi(z)ln(z 一 z,) 至 多 只 相差 一 个 常数 因子 ,证 明 如 下 。 

记 


?一 0 


ἄ(1) = (α-5 ἄν (α-- αι)" 
利用 ϱι -Ξρι --πι, ]  Ἡς Ἐ Ἢ 


ἄ(1) = (κ -5/) 2) ν [να -- αν" 


二 Σ Bitn |p, (5 --- τι)” (4-2-17) 


代入 式 (4-1-1) ,可 知 二 ,满足 如 下 的 递 推 关系 ， 


ἄν ερ], [ (η Γρι) (η Ἔρι--1)-Γδοίρι-[-π)--ου ] 
(4-2-18) 


nt-m 
5 > Gm Γζπ--- ξ - ϱι)ὂι μις | 
k=1 
与 式 (4-2-6) 对 有 照 ,可 Γι, 12 Ἔ]α, [ΞΡ 有 相同 的 递 推 关系 ο 于 是 , 若 按 式 (4-2-6) 有 
αι | --αι ἄο | 


ᾱν = Qi | 十 azoao [4 一 (azlal 十 azo )ao ία 一 ay ao | 


Un | 一 Q) Uo |. 
各 式 中 &, 一 a,(p1), 则 按 式 (4-2-18) 就 应 有 
Gm+1 | 0 έρι ) an 


GAmt+2 | py Ξ-ᾱ; (οι ) a 


ro | --αᾱ, (ρι λᾶ,, 
ἴξα,, |. 一 Cao 1。 ΟΤΑ, Λιν, |, --Οα,(ρι)ας |, 二 Ca |。。 于 是 式 (4-2-17) 成 为 
U(z) = (z— αι) > Ca 


一 0 


这 就 证 明了 式 (4-2-16) 中 右边 第 一 项 与 wi(z)ln(z 一 z,) 至 多 只 相差 一 个 常数 因子 。 
因为 C 可 归 入 ui {1 αο 中, 故 式 (4-2-16) 可 写 为 


θα, 
20 


με (z) 一 uz)ln(z—z,) ἠ-(α--ε,). Σ) 


n=0 


(人 (4-2-19) 


Pz 
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ΦΘΙΝ 18 δὶ, Γ΄», 181 Χα o 求 导 而 得 到 第 二 解 的 方法 被 称 为 夫 罗 比 尼斯 (Fro- 
benius) 法 。 


4.3. 非 正 则 奇 点 邻 域 内 的 常规 解 简介 


4.3.1 常规 解 


不 满足 正则 条 件 的 奇 点 称 为 非 正则 奇 点 。 在 极点 型 非 正则 奇 点 的 邻 域内 ,至 多 有 一 个 
正则 形式 的 解 。 因 为 ,车 有 两 个 正则 形式 的 解 , 该 奇 点 就 不 是 非 正 则 奇 点 ,而 是 正则 奇 点 
了 。 如 果 二 阶 方程 (4-1-1) 在 非 正则 奇 点 不 存在 正则 形式 的 解 , 则 可 尝试 寻找 常规 解 。 

若 z= 二 o0 为 非 正 则 奇 点 , 则 常规 解 的 形式 为 

ΠΕ (4-8-1) 
其 中 wv(z) 具 有 正则 解 的 形式 


υ(5) = zy， 大 (4-83-2) 
Q(z) 为 z 的 多 项 式 。 因 子 se” 反映 出 x=co 是 本 性 奇 点 这 一 事实 。 
有 限 远 处 的 非 正则 奇 点 = 一 4 可 经 变换 =, 一 二 -而 变 为 = 一 co , 故 不 必 另 行 给 出 有 限 


远 非 正则 奇 点 的 常规 解 形式 。 
为 了 对 常规 解 有 所 理解 ,让 我 们 考察 下 面 的 一 阶 微分 方程 : 


σαν (十 访 十 与 ju=0 (4-3-3) 
易 见 z==0 是 该 方程 的 非 正 则 奇 点 。 将 方程 改写 为 

沁 一 一 [全 十 二 十 导 )dz (4-3-4) 
两 边 积分 , 则 可 得 

u—Cz*exp (2 +27) (4-3-5) 


其 中 C 为 常数 。 式 (4-3-5) 即 为 常规 解 ,其 中 x 一 zf 具有 正则 解 的 形式 ,全 十 ;5 为 :一 
ει 的 多 项 式 , 即 式 (4-3-1) 中 的 Q(z)。 

4.3.2 二 阶 方程 常规 解 的 存在 条 件 

将 常规 解 式 (4-3-1) 代 入 二 阶 微分 方程 (4-1-1) ,可 以 得 到 wv(z) 满 足 的 方程 


Vz)v ta(z)v=0 (4-3-6) 

其 中 
F(z)=p(z)+2Q (3) (4-3-7) 
Gd(z)=g(z) 二 pz)Q (1) ΓΩ (ας) [91 (4-3-8) 


因为 v(z) 具 有 正则 解 的 形式 , 按 极点 型 正则 解 存在 的 必要 条 件 ,5(z) 的 阶 必须 高 于 9(z) 的 
阶 , 即 若 vC(z) 为 正则 形式 解 
ρε) = η ἄν 6) = Ρα Be 
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则 必 有 二 mn;。 这 是 一 条 定理 ,证 明 见 《特殊 函数 概论 》( 王 竹 溪 等 著 ,北京 大 学 出 版 社 ， 
2000,p71)。 事 实 上 ,前 面 所 讨论 的 正则 解 都 服从 此 定理 。 该 定理 为 Q(z) 的 确定 提供 了 依 
据 。 具 体例 子 在 后 面 介绍 合流 超 几 何方 程 时 可 以 见 到 。 


4.4 斯 特 姆 - 刘 维 尔 型 本 征 值 问题 


4. 4.1 斯 特 姆 - 刘 维 尔 型 方程 


在 物理 问题 中 经 常 要 求解 三 维 微分 方程 ,最 常用 到 的 方法 是 分 离 变量 。 假 定 经 分 离 变 
量 后 ,得 到 一 个 二 阶 线性 齐 次 方程 : 


Υ (4) ΕΡι(α)ν΄ (4) Ε[λρι(α)-- αι (α) ]ν(α)--0 (4-4-1) 
其 中 4 为 分 离 变 量 时 引入 的 参数 。 现 以 
WU ep | ῥι(αλᾶς (4-4-2) 
乘 式 (4-4-1) 两 端 ,注意 到 x (zx) 二 x(x)pi(x), 则 可 写 出 
ας [κ(α)ν (41Η ΓΓλρ(α) --α(α)Ίν(α)--0 (4-4-3) 


其 中 ρία)--κ(α)βι(α}»ᾳ(α) Ξκ(α)αι(α). 此 种 形式 的 方程 称 为 斯 特 姆 - 刘 维 尔 (Sturm- 
Liouville) 型 方程 ,简称 S-L 型 方程 。o(Cz) 称 为 权 函 数 。 
物理 学 中 遇 到 的 许多 方程 都 是 S-L 型 方程 ,其 中 k(x) «ρ(α) «α(α) ΚΓ 2ο0,.Η 8. {6| 
如 勒 让 德 方程 (4-1-12) 可 写 为 
天 [0 一 2 时 |+44+Du=0 
显然 它 属 于 S-L 类 型 ,其 中 g(x)==0, 权 函数 p(x) = 二 1。 其 他 如 后 面 将 要 介绍 的 连带 的 勒 让 
德 方程 , 贝 塞 尔 方程 等 ,也 都 属于 S-L 型 方程 。 


4.4.2 本 征 值 问题 


显然 ,方程 (4-4-3) 的 解 y(z) 与 4 的 值 有 关 。 设 y= 二 (zx) 和 (zx) 分 别 对 应 于 4 二 A, 和 
4 二 4 ，, 即 


Le Wz)]+ [λιρ(α) --ᾱ(α)Ίφ, (x) =0 (4-4-4) 
Le, (α}]ἠ-Γλ,.ρ(α)--ᾳα(α)]ϕ,(α)--0 (4-4-9) 

以 如 (zx) 乘 式 (4-4-4) ,以 ϕ, (ας) 3ΕΞΑ (4-4-5) {153 34:488., ΡΕ ΡΠ 5π:λΗ πὲ, 
αν (κ(α}γΦ7 (α)φ΄', (wy) --ϕ,(α)φ'᾽ 《元 》 } (4-4-6) 


= (A --λ, ρα); (zx), (zr) 
以 上 已 注意 到 ,物理 问题 中 的 4 丝 为 实数 , 故 A; --λ,. 
在 区 间 [La,5] 上 对 式 (4-4-6) 积 分 ,得 
[κ(α}Γϕ; (α)φ',(α)--Φ.(α}φ'; (α}}}᾽ 
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= [ροφ; το. (4:47) 
如 果 式 (4-4-7) 的 左边 为 0, 则 当天 1M。 时 ,有 
ρ(π)φ, (α)ϕφ,(α)ἀς -- 0 (4-4-8) 


车 加 (ZX) 与 p(x) 满 足 式 (4-4-8), 则 称 二 者 在 La,5] 上 带 权 正 交 。 带 权 正 交 是 使 全 体 本 征 函 
数 {y,(z)) 构 成 完备 函数 集 的 必要 条 件 , 而 找到 完备 函数 集 对 于 分 析 边 值 问 题 有 极其 重要 
的 意义 。 : 

在 一 定 的 边界 条 件 下 ,只 有 当 4 取 某 些 特 定 值 时 5:1, 型 方程 才 有 非 零 解 ,这 些 特定 值 称 
问题 的 本 征 值 ,而 相应 的 非 零 解 称 为 边 值 问题 的 本 征 函 数 。 根 据 边 界 条 件 求 本 征 值 和 本 征 
函数 ,就 称 为 本 征 值 问题 。 

S-L 型 方程 的 一 个 重要 特点 就 是 可 以 根据 边界 条 件 构造 出 完备 的 本 征 函 数 集 。 


4.4.3 边界 条 件 的 一 般 提 法 


如 前 所 述 , 为 使 {(y, (zx)}) 构 成 完备 函数 集 , 应 保证 式 (4-4-7) 的 左边 为 0, 即 
κ(ὀ)[φ, CD WD --ϕ.(ὀ)φ'; (ὁ}]-- 
κ(α)[ϕ, (α)φ,(α)-- ϕ,(α)φ’, (a) =0 (4-4-9) 
为 使 该 式 成 立 , 既 可 以 使 两 项 分 别 为 0, 也 可 以 使 两 项 相互 抵消 。 故 边界 条 件 可 以 有 3 种 
Ὁ 若 <(a) 天 0, 则 可 提 章 次 边界 条 件 : 
αγ Ca) 十 By(Ca) 一 0 (4-4-10) 
& 和 有 为 与 4 无 关 的 实 常数 。 此 时 有 


Φε (ω---- εκ () 


α 
(αφ; Co) 一 一 人 ya) 名 Ca) 
于 是 式 (4-4-9) 中 第 二 项 为 0。 
车 rk(5) 关 0, 则 可 提 类 似 的 边界 条 件 : 
γν (0) --δν(ρ)--0 (4-4-11) 
从 而 使 式 (4-4-9) 中 第 一 项 为 0。 
ὦ ΒΕ κία)--0, Η. α--α 是 c(z) 的 一 阶 零点 , 即 k(x) 二 (zx 一 a)$8(z),$(zx) 连 续 且 $8(a) 关 0, 则 
对 α--α 可 提 自 然 边界 条 件 : 
γ(α)πέοο (4-4-12) 
这 时 式 (4-4-9) 中 与 α 点 有 关 的 项 为 0。 
@) 若 <(a) 一 <(2), 则 可 提 周 期 性 边界 条 件 : 
ya)=y(b), y (a)=y (ὁ) (4-4-13) 
此 时 式 (4-4-9) 中 两 项 相互 抵消 。 


4.4.4 区间 [a,b] 上 的 函数 f(x) 按 本 征 函 数 展开 


理论 已 经 证 明 ( 见 柯 朗 , 希 尔 伯 特 著 , 钱 敏 , 郭 敦 仁 译 ,数学 物理 方法 ,第 一 卷 ,1981, 科 
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学 出 版 社 ) ,本 征 函 数 集 在 区 间 [a,5] 上 是 完备 的 , 即 任 一 定义 在 [a,5] 上 , 且 与 本 征 函 数 
和 (x) 满足 相同 边界 条 件 的 光滑 函数 f(x) ,都 可 表示 为 各 如 (x) (nn 一 1,2,3,…) 的 线性 
迭 加 : 


oo 


fC) = a Cy (4-4-14) 
从 物理 上 看 ,本 征 函 数 集 是 完备 的 ,意味 着 系统 所 有 可 能 的 基本 模式 (或 简 正 模式 ) 已 
被 全 部 包含 在 函数 集 内 。 
为 便于 求 出 展开 系数 ,通常 先 将 本 征 函 数 进行 归 一 化 。 
设 J,(z) 满 足 
[ |Φ.(α) |Σρ(α)λἀχ = ΝΣ (n=1,2,3,.) (4-4-15) 
则 可 定义 一 族 新 的 本 征 函 数 : 
Cy 
αρ (4-4-16) 
这 样 就 有 
|. |Φ.(α)|}ρίαλἀσ--1 (n=1,2,3,":) (4-4-17) 


亚 ,(Z) 称 为 归 一 化 的 本 征 函 数 。 
式 (4-4-17) 称 为 本 征 函 数 的 归 一 化 条 件 , 它 与 式 (4-4-8) 可 合 写 为 正 交 归 一 条 件 ， 


上 Φα Crd Crp dz = 4418) 
现在 将 f(z) 用 归 一 化 本 征 函 数 集 { 亚 ,(z)) 展 开 ， 


co 


fz) = Ὁ) ο.ψ,(α) (4-4-19) 
为 求 展开 系数 ,以 ο(α)ψ; Cz) 乘 式 (4-4-19) 两 边 并 积分 ,得 
[eww fd -- Σε, | wi ,npn) dz (4-4-20) 
利用 式 (4-4-18) , 式 (4-4-20) 成 为 
| po: Ca) fr) dr = 5) εδ, = ος (4-4-21) 
于 是 得 本 
ο, 一 | pC; Crz7Codz (4-4-22) 
3Η] 2 ΙΗ--{ΕΗΗ2Σ1ΕΡΑΣΊΜΕ (ψ, (α}} ΒΕ7Ε, ΙΗ 1 18 (44-15) [18 
ἀτός 声 | ew CY CN (4-4-23) 


4.5 解 微 分 方程 的 WKB 近似 法 


一 个 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 可 写 为 
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+f) gz) =0 (4-5-1) 


(4-5-2) 


wa 一 | (550) 
foe (f<0) 

在 波动 问题 中 ,车 f(x) 为 z 的 缓 变 函 数 ( 即 在 一 个 波长 范围 内 变化 很 小 ), 则 可 近似 地 认 
为 解 仍 具有 以 上 形式 ,但 指数 因子 应 有 所 改变 。 按 此 思路 , Wentzel、Kramers 和 Brillouin 各 自 
独立 地 提出 了 相同 的 近似 求解 方法 , 故 称 WKB 近似 方法 。 该 方法 有 两 个 要 点 :@ 方 程 的 形式 
解 ,其 中 主要 是 指数 因子 的 近似 形式 ;@ 波 函数 在 转折 点 两 侧 的 连接 公式 。 下 面 详细 介绍 


4.5.1 解 的 基本 形式 


以 渐变 折射 率 光 纤 的 径 向 方程 


了 1 dy ΓΝ το ανν ολο ο 
εκατ = y= 0 (4-5-3) 
为 例 ,其 中 ο σι... πάς γος /为 整数 ,k= 二 27/4 为 真空 
中 的 波 数 ,* 为 波长 。B 与 & 有 相同 的 量 纲 , 它 代 表 沿 z 方向 的 波 数 ,与 时 空 坐标 无 关 。 


设 


φ(ρ)--φιεῖ (4-5-4) 
则 有 
| φ' (p)=ikS’ (ϱ)ϕίᾳϱ) (4-5-5) 
(p=ikS (DY—RS’ (PY (4-5-6) 
代入 方程 (4-5-3) ,可 得 关于 SCo) 的 方程 二 阶 微分 方程 
Αμ’ -125΄-ᾳ-ο (4-5-7) 
其 中 
2 
2  .- (4-5-8) 
现在 来 求 4~0 时 的 近似 解 ( 即 几何 光学 近似 ) 。 
So ο... 


因为 荆 一 去 很 小 , 故 把 上 式 代入 式 (4-5-7) 可 写 出 


这 [5ο -- ἐν κο | 一 ES So ο νοι- 1 
ολ. ο ~ 
i ?) |+¢=0 (4-5-9) 
比较 的 同 次 项 。 注 意 到 gq? 与 & 同 次 , 故 有 
k: 一 和 2S2 二 do 一 0 (4-5-10) 
大 该 S% 二 2S0S4 Εἰ ο 5 -0 (4-5-11) 
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由 式 (4-5-10) 有 


5ύέρ)--4--Εα{ρ) (38 70) (4-5-12) 
积分 得 
So (p) 二 十 元 | dCo) do (4-5-13) 
由 式 (4-5-11) 有 
δι (ρα (ς---) 
积分 得 
Si(O) 一 六 In[pS4(p)] (4-5-14) 
这 样 , 在 忽略 了 Ο(Α Ε.Τ 


-ᾱ-. κα ἱδι(ϱ) 一 / le = Σο τὸ- 此 
另外 ,由 式 (4-5-14) 和 式 (4-5-12), 又 有 e [ρδο (ϱ) ] ορ" 把 这 些 代 入 式 
(4-5-4), 即 有 


es Οι οἷν ας, ο κο] ( φ--0) 人 


- 
ναρ 
其 中 Οι.Ο; 为 任意 常数 。 

式 (4-5-15) 即 WKB 近似 解 的 基本 形式 。 


4.5.2 转折 点 


式 (4-5-8) 表 明 ,9 是 6。 的 函数 , 它 可 以 为 正 ,也 可 以 为 负 。 使 glp)==0 的 o 值 称 为 转折 

点 。 渐 变 折 射 率 光纤 一 般 有 两 个 转折 点 οι 和 pz ,如 图 4-5-1 所 示 。 以 pi 、ps 为 半径 的 圆柱 

面 称 为 焦 散 面 (caustic) ,在 两 焦 散 面 之 间 ,% 盖 0, 由 式 (4-5-15) 知 ,在 此 区 间 ,Y%(o) 是 振荡 函 
数 。 在 焦 散 面 外 ,时 天 0, 记 g 二 ip, 则 式 (4-5-15) 成 为 
J ο ΕΣ. + Dse low | ( 当 φ--0) 

(4-5-16) 

ΚΚΕ α-ο 的 区 域 中 ,y(p) 成 为 指数 增加 或 衰减 的 

函数 。 

式 (4-5-15) 和 式 (4-5-16) 是 同一 个 近似 解 在 不 同 

区 域 中 的 表达 式 , 故 系数 ο αν 和 Di “D; 之 间 必 有 一 

定 的 联系 。 但 由 式 (4-5-10) 、 式 (4-5-14) 知 ,在 转折 点 ， 

SS1 阅 co0, 故 Jy(p) 写 不 出 来 。 这 意味 着 不 能 按 通 常 

的 方法 [ 即 由 yl) 和 YW (Pp) 在 转折 点 的 连续 条 件 ] 确 定 

注意 到 除 转折 点 外 , 式 (4-5-15) 和 式 (4-5-16) 处 处 

解析 ,二 者 是 同一 个 近似 解析 函数 在 不 同 区 域 中 的 表 σοι πας 


(CVD 
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现形 式 ,故此 二 式 应 互 为 解析 延 拓 (不 包括 转折 点 ) 。 据 此 可 以 确定 各 系数 间 的 关系 。 
为 进行 解析 延 拓 , 需 先 将 %o) 变 为 在 整个 复 平面 上 的 函数 。 为 此 , 令 ρ--ε , ΠΗ ἁρ-- 
erdzy 由 式 (4-5-8) 可 写 出 
α(ρ)ἀρ-- Ο(α)λάχ (4-5-17} 


其 中 


Ω(α)-Ξ [[ἐ}πξ(α)--β]165- 1} =g(p (4-5-18) 


设 πι σε 分 别 对 应 于 ϱι «ϱ; ， 即 0< < 对 应 于 一 co 过 x 二 zl ,2 二 Pp 二 2 对 应 于 Z2<Z<co， 
则 由 于 ο) -Ἡ ο 同 号 ,可 知 在 zi 过 x 二 zs 区 间 ,Q:(Cz) 二 0, 而 在 其 他 两 个 区 间 ,Q: (1) «ο, 
可 写 出 
z= (απ) (α-αιλζαι-- απ) (4-5-19) 
其 中 ApCz) 为 实 函数 。 
记 
P(x)=— Q(z) 

则 由 式 (4-5-15) 和 式 (4-5-16) 可 写 出 三 个 区 域 中 的 解 如 下 : 
1 
νΡ(α) 
1 
VQ(Cz) 
1 
/Ρ(α) 
这 里 已 考虑 到 yy 在 zx 一 一 co( 即 p>0) 和 zx>oo( 即 p>o0) 处 应 当 有 限 , 故 x 二 zxi 和 zz 的 

解 分 别 只 保留 了 负 指 数 项 和 正 指数 项 。 


4.5.3. 解析 延 拓 与 解 的 确定 


现在 利用 解析 延 拓 确定 式 (4-5-21) 中 的 各 个 系数 。 首 先 将 y 表示 为 J(z)。 由 式 
(4-5-19) 知 Q(z) 为 双 值 函数 ,z= 二 zx,(v=1,2) 是 它 的 支点 。 
为 方便 , 记 


(4-5-20) 


ΟΡ, e-JP Da ουκ i) 


φία) S14 κ. ejocnar .. σε μάς (πι πας σε (4-5-21) 


ΤΡ ε[Ῥίσλάς 


(α > Ti) 


Co --- 
ν 


exp| i |. Q(z)dz | (4-5-22) 


1 
νΩ(α) 


--ἰπ/2 


ΠΝ Ἐ- 
ν 


$e 
ν 


C= 


外 | 3 Q(z)dz | 


(4-5-23) 


—i3n/4 xz 
e exp| | Ρ Cz)dz | (4-5-24) 


νΡ(α) 


一 ir/4 


(4-5-25) 


τ. 二 PCz)dz| 


因为 每 沿 逆 时 针 方 向 绕 支点 αν 转 过 x 角 后 ,Q: 都 要 改 号 , 即 Q(z) 和 P(z) 的 辐 角 都 增加 
亡故 知 上 面 各 函数 之 间 有 如 图 4-5-2 中 曲线 所 示 的 解析 延 拓 关系 。 图 中 的 实 线 和 虚线 分 
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别 在 第 一 和 第 二 黎 曼 面 上 。 以 δ; 为 例 。 若 沿 着 时 针 延 拓 到 αι 的 左 方 实 轴 , 则 P(z) 因 
(zi 一 ZevVZz 一 2 而 变 成 sw:Q(z) ,于 是 有 
ή σα --ἰπ/4 ΕΗ. = = 
φί ΠΕ 4 exp| :| Q(z) de | --Φ 


若 沿 顺 时 针 方 向 延 拓 , 则 因 Ρ- νε 29.1 


ir/4 Ξ 
ο» κα πι exp|i| Q(z) dz | 二 
VQ(z τ 


图 4-5-2 各 解 之 间 的 解析 延 拓 关 系 


下 面 从 实 轴 上 z= 二 zx<zi 处 开始 进行 解析 延 拓 。 为 方便 , 取 D; =1, 于 是 有 


φ(α) 一 προ, | PCz)dz] = epwgp(z) (rr) (45-26) 
ἕν οἱ Xx 


在 zi<z<zs 区 间 , 式 (4-5-21) 中 的 两 线性 无 关 项 对 应 于 光志 。 由 图 4-5-2 ΠΙΑ, 9 
沿 两 个 方向 延 拓 到 zx 过 zi 的 实 轴 上 时 ,分 别 成 为 由 和 一 V+ , 故 应 有 


φ(α) = es [Tg — 9] 
Rs (ε''“εχρ|--ἱ[᾽ Q(z)dz | te™exp|i| Q(z)dz|) 


VQ 
σας, - ος cE 
= ΚΝ Ω(α)άα Π ] (4-5-27) 
为 继续 向 右 延 拓 , 按 下 面 的 方法 改写 y(zx)。 记 
ης exp|i| Ω(α)άε] (4-5-28) 
则 由 式 (4-5-22) 和 式 (4-5-23) 可 写 出 
HIT η 1 (1), (4) = pS (zr) (4-5-29) 
代入 式 (4-5-27) 第 一 个 等 号 的 右边 ,得 
Pz)=e Γη GIT)] (αι-α-αὶ) (4-5-30) 


现在 把 式 (4-5-30) 延 拓 到 zx 二 zs 的 实 轴 上 来 。 由 图 4-5-2 可 知 ,此 时 有 
Wz) 二 e [ΓΡ 4-41ΠΤ--ῃΓ4} Φε} 
ο/η 1 --υρ Τα Εφρβς λα (4-5-31) 
注意 到 x 一 oo 时 光一 co , 故 为 保证 zce 时 yz) 有 限 ,必须 有 广 ! 十 w=0, 即 
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cos I Q(z)dr=0 
可 见 Q(z) 应 满足 条 件 
Ω(α)ὰα = (N+ (N=0,1,2,.) (4-5-32) 
由 此 又 有 
7 —7=— 2isin ν Q(z dr = 2ἱ (--) (45-33) 
这 样 , 式 (4-5-31) 即 成 为 
-- 


pz) = εὔπαδὶ CIN 让 κ PCz)dz| 
τρ 


2 ας 
ας οσα - PCz)dz| (zr) (4-5-34) 


式 (4-5-26)、 式 (4-5-27) 和 式 (4-5-34) 就 是 在 整个 二 实 轴 上 (zi .α; 两 点 除外 ) 的 近似 解 。 
还 原 到 柱 坐 标 , 即 有 


-到 -exp| 一 下 Ρέράρ] (PA 
Vpop ρ 


; π 
cos| | ᾳ(ϱ) ἀρ -- 于 | (p «-ϱ--ϱι) (45-35) 


2 
ο 
πη 


2 [ 
ο αἱ 
ποπ» 局 力 (O) p] p> ϱὲ) 
以 及 
ὍΣ 2 [2 
a -) Ερηξ (ρὴ --βε ἳ ]ᾳ 
[Γκορ evo κ εν 
(ΝΕ NE (4-5-36) 


式 (4-5-36) 是 渐变 折射 率 光纤 的 特征 方程 。 当 (po) 给 定 后 ,方程 对 每 一 对 CN,Z) 值 给 出 一 
条 色散 曲线 β--βν.ι(ω). 
最 后 应 当 指 出 , WKB 近似 对 于 波长 较 长 的 情况 不 适用 。 


习 题 4 
4.1 求 方程 
Cy da lb 
dz2 dz 
的 全 部 正则 奇 点 和 指标 。 
4.2 找 出 方程 
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的 全 部 奇 点 。 对 正则 奇 点 则 确定 其 指标 。 


4.3 完成 式 (4-2-4) 的 推导 。 
4.4 在 z=0 邻 域 中 求 方程 z 


σξιι 


dz ~ 


du Κω 
λε μα. 的 解 。 
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65 超 几 何 微分 方程 的 正则 解 


- 


电磁 场 分 析 中 遇 到 的 线性 微分 方程 有 很 多 都 与 超 几 何 微分 方程 相关 联 , 它 们 可 以 经 某 
种 变换 由 超 几何 微分 方程 导出 。 这 些 方程 的 解 是 一 些 特殊 函数 ,它们 都 可 以 归 人 超 几 何 级 
数 的 范畴 。 由 于 各 种 超 几何 微分 方程 之 间 有 内 在 的 联系 ,因此 这 些 特殊 函数 解 之 间 也 有 相 
互 的 关联 。 了 解 超 几何 微分 方程 的 基本 理论 ,有 助 于 我 们 把 握 各 种 物理 方程 之 间 的 联系 ， 
进而 掌握 这 些 方 程 的 解 之 间 的 关系 。 物 理 上 有 意义 的 解 有 正则 解 , 也 有 常规 解 ,但 常规 解 
较 少 遇 到 ,因此 这 里 将 主要 介绍 超 几 何 微分 方程 的 正则 解 。 


5.1 超 几 何 微分 方程 与 超 几何 级 数 
5.1.1 三 奇 点 福 殉 斯 型 方程 及 其 正则 解 的 了 P 符号 表示 


若 某 微分 方程 
d2z dz 
gz Ρας αλα” (5-1-1) 
的 全 部 奇 点 缘 正 则 , 则 该 方程 称 为 福克斯 (Fuchs) 型 方程 。 
例如 连带 的 勒 让 德 方程 
(1—#) 22 E+ [HD πε μ-ο (5-1-2) 


只 有 三 个 奇 点 : z 一 士 1 和 ,它们 都 是 正则 奇 点 , 故 方程 (5-1-2) 是 三 奇 点 福克斯 型 方程 。 
对 于 三 奇 点 福克斯 型 方程 , 设 其 三 个 正则 奇 点 为 z 二 a、b、c, 相 应 的 三 对 指标 依次 为 
《p15pz)、《psa ps)、《ps ps) , 则 方程 的 全 体 正则 解 可 以 表示 为 以 下 P 符 号 (又 称 黎 曼 方 程 ): 


a Ὁ “Ee 
nz ρα | ων] (5-1-8) 


p22 Αι ϱὲ 
该 式 虽 然 只 是 一 个 奇 点 与 指标 的 列表 ,但 它 在 求 正 则 解 中 有 重要 的 作用 ,利用 它 可 以 由 一 
个 奇 点 邻 域 的 解 简单 地 推出 其 他 奇 点 邻 域 的 解 。 
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5.1.2 超 几何 微分 方程 正则 解 的 P 符号 
超 几 何 微 分 方程 (hypergeometric equation) 的 标准 形式 为 
(1 一 站 9 十 [7 一 Ce 十 8 十 1) 四 至 一 ap 一 0 (5-1-4) 
z 之 


在 4.2 节 的 例 4-2-2 中 已 经 知道 它 的 全 部 奇 点 z=0,1, oo 都 是 正则 奇 点 ,因此 , 超 几何 微分 
方程 也 属于 三 奇 点 福克斯 型 方程 。 一 般 的 三 奇 点 福克斯 型 方程 可 先 经 分 式 线性 变换 


ΕΣ (:--α)(ὀ--ς) 


(4 -- ο)(ὁ--α) 
把 奇 点 z 二 a,b,c 依次 变换 为 50,1，co ,再 对 函数 u 作 适 当 变换 , 即 可 变换 为 超 几 何 微分 
方程 , 故 超 几 何 微分 方程 是 三 奇 点 福克斯 型 方程 的 原型 。 因 此 ,掌握 了 超 几 何 微分 方程 的 
正则 解 ,任何 三 奇 点 福克斯 型 方程 的 解 都 可 容易 地 得 到 。 

为 写 出 正则 解 的 P 符号 , 须 先 求 出 全 体 指标 。 由 4. 2 节 已 知 ,指标 由 方程 


(5-1-55} 


ρίρ--1)--δορ-Ἴ-εο-Ξ0 (5-1-6) 
决定 ,其 中 
bo=lim[ (z—2z,)p(z)], co=lim[ (z—z,)’g(z)] (5-1-7) 
对 于 超 几 何 微分 方程 (5-1-4) 而 言 
ss 1 μας. πα Ε-η 
βίο (a 十 B 十 1)z] (5-1-8) 
αβ 
το ση (5-1-9) 
下 面 分 别 写 出 三 个 奇 点 处 的 指标 。 
Με Σο 处 
bo = li te ον =lim( αβς )=。 
---0 1--Σ ---0 1-5 
代入 指标 方程 (5-1-6) ,得 
P=0,， 2 一 1 一 7 (5-1-10) 
@ 在 z,==1 处 
δο--[πα-:ΞΕΡΈΌΞ pt1—y 
ο et μας 
| Αν 
代入 指标 方程 (5-1-6) ,得 
2 一 0， p=7Y—a—pB (5-1-11) 
Θ 在 = 一 co 处 , 令 = 一 过 ,方程 变 为 
αν ἆ 
ἀκ [δι (σι) ta (xi)u=0 (5-1-12) 
奇 点 成 为 z= 二 0, 于 是 b。、co 应 分 别 改 为 
bo =—lim[ x pi (z1)], co = lim[ zi αι (z1)] (5-1-13) 
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由 式 (4-1-22) 可 以 求 得 
(1--ᾱ--β}--(ζ--Ύ73ι 


pi(z1) 一 


2 (CT 一 地) 
sap 
2 κε, 
故 得 
bl ας ο 13-38 三 TEA 
5-0 ο ο 
limT Sr =o8 
代入 指标 方程 (5-1-6) ,得 
b=a, 一 有 


把 以 上 wa 一 as 代入 式 (5-1-3), 即 得 超 几 何 微分 方程 正则 解 的 P 符号 : 


0 1 co 
| 0 0 α | 
1 一 > Ὑ-α-β β 


易于 看 出 ,6 个 指标 之 和 为 1。 
5.1.3. 超 几 何 级 数 
为 了 后 面 的 应 用 ,这 里 先 介绍 超 几 何 级 数 。 


超 几 何 级 数 定义 为 
ία}. (βλ. - 
Fa,B;Y;z) = > ΤΊΤΟΝ 
其 中 符号 
5S(5 十 1)… (十 2 一 1) (7 之 1) 
-| 
1 (n=0) 


已 在 2. 6 节 中 介绍 过 。 
超 几 何 级 数 的 后 项 与 前 项 之 比 为 


(人 
τω. πι ο ο CR TC 


ή n 一 co 时 ,右边 习 z, 故 F(a,B;7Y;z) 的 收敛 区 域 为 |z| 过 1。 
F(a,B;Y;z) 有 以 下 几 个 简单 性 质 : 


中 Ε(ία.β:γ12)Ξ-- Ε(β,α.γ:2) 

© F(a,B;7Y;0)=1 

上 述 两 个 性 质 是 显然 的 。 

全 ας ο ο (μία 上 7 ,8 十 72;Y 十 72;z) 
dz ο 

证 明 留 作 习 题 。 

Φ Ῥεω βρε ος ασ -ᾱ- 8 


Γ(γ- α)Γ(Υ--β) 
证 明 要 用 到 超 几 何 函 数 的 积分 表示 ,此 处 从 略 。 
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(5-1-14) 


(5-1-15} 


(5-1-16) 


(5-1-17} 


(5-1-18} 


(5-|-19} 


(5-1-20)} 


(5-1-21} 
(5-1-22} 


(5-1-28) 


(5-1-24) 


Ὁ 各 紧邻 函数 之 间 有 以 下 递 推 关系 : 
(7Y—1)F(7Y—1)—aF(a1)—(7—a—1)F=0 (5-1-25) 
γΕ--βἑΕ(β!-1.,Υ1-1)--γΕί(α--1)-Ξ0 (5-1-26) 
其 中 下 即 Ε(α»βεγ;α) 的 简写 ,而 Ε(α--1) 则 表示 将 下 中 的 a 改 为 士 1, 等 等 。F(o 士 1) 等 
称 为 F(a,B;Y;z) 的 紧邻 函数 ,而 F(c 士 20,8 士 miy 士 niz) 称 为 Εία,β;γ;α) 的 邻 次 函数 (2、 
m、n 篆 为 整数 ) 。 
下 面 证 明 式 (5-1-25): 


左边 =(7—1) Σ (α), (β), -» & (α-|-1}. (PB, το -- iy (α), (β), ᾿ 


επ Ως 12, πο «αν ος σα πει θε 
因 为 
7 一 1  γ--1 η 
Us δι 7 
α (ca 十 1), 一 (ao),(a 十 7) 
所 以 


左边 = Σ “5 (Ξε [γ-1}π--(α!-π)--(Υ-α--1)]--0 


式 (5-1-25) 得 证 。 
式 (5-1-26) 的 证 明 留 作 习 题 。 
图 5-1-1 给 出 了 几 个 超 几 何 级 数 的 图 像 。 


Ε(1,2;2;χ) 


Ε(1.1:2:α} 


η -0.5 0 0.5 1» 


图 5-11 几 个 超 几 何 级 数 的 图 像 
5.1.4 超 几 何 多 项 式 


当 a 或 B 等 于 负 整 数 (一 &) 时 ,因为 
〈 一 A)， 一 (一 上 ) (k++1)(—k+2).… (一 & 十 2 一 1) 
στων Γ λε Γη 1-0 (πε) 


,kk! (5-1-27) 
τι eh 


故 超 儿 何 函 数 成 为 超 几 何 多 项 式 (又 称 & 次 雅 可 比 多 项 式 ) 
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大 


F(—k,B;Y;z) = Σ) 


二 2, (μοι μα (5-1-28) 
其 中 C? 为 从 & 个 元 素 中 每 次 取 ”个 元 素 的 组 合 数 : 
-- k! 
^ (0 --π)! nl 
许多 常见 的 多 项 式 , 如 勒 让 德 多 项 式 等 ,都 是 雅 可 比 多 项 式 的 特殊 形式 。 
在 式 (5-1-28) 中 令 z= 二 1, 并 利用 式 (5-1-24) ,可 得 如 下 求 和 公式 : 


k 
es η 
之 CC 


6- Εν «θυ 
πμ]. 


[515292 


ο Τ(ΤΓ(Υ--β ΓΑ) (χ-β 
Γ(Υ-ΓΤ(Υ-β Οι 


最 后 一 步 利 用 了 公式 (2-6-6), 即 T(z 十 n) 二 (2), T(z)。 


(5-1-80} 


5.2 二 0 领域 内 的 正则 解 


在 = 一 0 邻 域内 ,正则 解 形式 为 
a Dh (5-2-1) 
代入 超 几何 微分 方程 (5-1-4) , 即 有 τ 
«(1-5 ΓΞΕΓΥ-(αΕβΕ1)5195-αβα--0 (5-2-2) 
(为 便于 比较 同 次 项 , 式 中 上 标注 明了 各 项 的 阶 ) 根 据 各 项 的 阶 可 立即 写 出 


oo 


Σλαι[(ρ]-π)(ρί-π--1) 十 Yo 十 们 ]zerr 一 
7 一 0 


oo 


>，a[(o 十 im(o 十 2 一 1) 十 Ce 十 8 二 1)(Co 二 ma) }-αβ]α”'" -- 0 (5-2-3) 


π-Ξ0 


为 统一 宕 次 ,将 第 一 个 求 和 式 中 π--ο 的 项 提出 ,再 对 其 余 各 项 作 变 换 ”一 允 十 1, 使 得 剩 下 
的 求 和 仍 从 π᾿--ο 开始 ,然后 再 把 n 改写 为 n。 这 样 , 式 (5-2-3) 就 写成 
ao [ρζρ--1)- γρ] 十 >， {arri[LCp 十 n 十 1) Cp 十 nn) 十 YCp 二 n 十 1)] 一 ) 
ai[(Co 十 2)2 十 (Ca 十 B) (Co 十 2) 十 ag] ) of" 一 0 
可 整理 为 
αορίρ--1--γ)35-} |. 5) [αιμα Cptn 十 1) Co 十 n 十 7) 一 as《p 十 n 十 a) Cp 十 n 十 B)]zr+" 一 0 
(5-2-4) 
式 (5-2-4) 中 z 的 各 次 寡 系 数 显 然 应 当 为 0。 p 一 1 次 项 的 系数 为 0 给 出 指标 方程 ρίρ-- 
1 十 7)==0, 由 此 有 
p=0, ϱι-1-Υ (5-2-5) 
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结果 已 在 式 (5-1-10) 中 给 出 过 。p 十 n 次 项 的 系数 为 0 则 给 出 递 推 关系 


了 (Co 十 2 十 wa) 《十 2 十 D ， 
Ἢ Επ Ορ Επ 2)" 


由 此 递 推 , 可 得 


. (otatm (ot nv Cotati dp Bn 1 (pt+o) Ge 十 有 ， 
””  (o 十 1 十 ma (Co 十 7 十 7 GO 十 YN 一 Co 十 D) Ce 十 7 


- (ρΓαλκει(ρβλνι . 
(Cpt 1} ει ot γλκει . 


于 起 5 对 οι --0, Ἡ ΠΕ 


(-2-6) 


u(z)= Σ) αι |,-ο)α'--αοΕία»β;γ9α) (5-2-7) 
πς-ο 


其 中 已 利用 (1), --»1. 
现在 求 对 应 于 οι--1--Υ 的 第 二 解 。 
先 考虑 y 夭 整数 的 情况 。 在 式 (5-2-1) 和 式 (5-2-6) 中 取 p==1 一 7, 即 有 


(1--7-α), (1--7-Γβ), 1 
wa (2) = αν Σ] ΥΕ). 


一 oz 7?F(1 一 7 十 a,1 一 7 十 B;2 一 7;z) (5-2-8) 
由 于 通 解 为 x 一 ct 十 cax ，cl 、c:? 为 任意 常数 , 故 可 取 式 (5-2-7) 和 式 (5-2-8) 中 ao 一 1。 
再 考虑 ;一 1 的 情况 。 这 时 ps 二 0 二 pi , 故 应 按 夫 罗 比 尼斯 法 求 ww 。 根 据 式 (4-2-14) ,有 


πο λα... ης. - (5-2-9) 
αΞξ-1 
其 中 μι(α)-:-Εία,β;11σ). 
。 按 式 (5-2-6)( 其 中 go 二 1; 7 二 1), 以 及 (9), ΕΞ, Ἡ 
. (ρα), (ρ-β), 
” (ρ-- 1): 
_ Γ(ρ]-α--π)Γ(ρ-β-Γπ)[ Γ(ρ--1) ή (6.910) 
Γ(ρ--α)Γ(ρ--β) [Γ(ρἠ-11-π}}} 
以 此 代入 恒等式 
θα,  Οἶπα, ο. 
ος (6-2. 10 
的 右边 , 则 有 
= δρ[ία rtetota FIn Γέρἠ-βἠ-π)--2]α Γέρ!-1) 
πα Γ(ρ--α)-- η Γ(ρ-β)- 2ἱπ Γ(ρ-1 --π)] (5-2-12) 
根据 y 函数 的 定义 : 
φερ)-- ῥα Γ(ρ) (5-2-13) 


由 式 (5-2-12) 和 式 (5-2-10) 可 得 


9p p=0 (στ) 


(5-2-14) 
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将 式 (5-2-14) 和 式 (5-2-7) 代 和 人 式 (5-2-9) , 即 得 


uz (z)=PF(a,B;1;z)ln z+ 2, ταί 


Γ2φ(1)--ψ(α)--φίβ) -- 2φί11-π}72" (5-2-15) 
7 为 其 他 整数 ( 即 ρι--ο:-- ΕΕ 36 ΝΕ) ΠΗ {9 38 ΑΕ ΒΡ μι] ΑΜΕΣΗ ΜΑΛΙ, 
留 给 读者 练习 。 
下 面 给 出 少 函 数 的 一 个 计算 公式 : 


[yladtn) t+yB+n) 


«κος ~ 1 1 -- - 
glo+1) = 一 7 Σ [过 τε] (5-2-16) 
其 中 
ο 
> 二 一 In η) 5-0. 577 (5-2-17) 
κ. 
为 欧 拉 (Euler) 常 数 。 式 (5-2-16) 的 证 明 从 略 。 由 式 (5-2-16) 可 知 
φ(1)----7 (5-2-18) 
此 外 ,对 Γίσ!-1)--αΓ(α) 取 对 数 , 然 后 求 导 , 则 由 式 (5-12-13) 可 得 
Jz 十 1D 一 Uz) 十 十 (5-2-19) 
于 是 又 有 
WC 二 一 φ(3)--φί8}}-4., (Ὁ ο (5-2-20) 


5.3 «τι 邻 域内 的 正则 解 和 了 符号 的 奇 点 变换 


前 已 求 得 在 z==0 邻 域内 的 正则 解 。 求 另外 两 奇 点 邻 域 内 的 解 , 当然 可 以 类 似 地 去 做 ， 
但 更 方便 的 是 通过 了 符号 的 变换 ,借助 于 已 知 的 z==0 邻 域内 的 正则 解 而 求 出 。 
重新 写 出 方程 (5-1-4) 解 的 P 符号 ( 即 式 (5-1-17)) 如 下 


0 1 co 
| 0 0 αι -| (5-3-1) 


二 a—=B 
其 中 α,--0 的 解 ( 即 括号 中 左边 第 一 列 的 解 ) 已 得 到 。 
现在 求 5,1, 即 中 间 一 列 的 解 。 
首先 对 方程 (5-1-4) 作 分 式 线性 变换 ,使 z= 二 1 一 zi 一 0; z= 二 0 一 zz 一 1; zx 一 co 一 zi 一 co。 
由 式 (5-1-5) 易 知 该 变换 式 即 


σιπ]--σ (5-83-2) 
显然 该 变换 不 改变 各 奇 点 的 指标 , 故 在 此 变换 下 ,P 符号 成 为 
ψ 
1 0 co 
| 0 0 ai -| (5-83-8) 
l=~Y Ύ--α--β β 


式 中 用 ν 标 出 了 目前 欲求 的 正则 解 。 
交换 式 (5-3-3) 中 第 1、2 列 的 顺序 ,然后 引入 记号 a ,8 ,Y ,使 与 原 P 符号 有 相同 的 形 


式 : 
ν 
0 1 ce 
(zi1) 一 了 1 0 0 aj σι 
Js 三 这 } 
Da 
0 下 ce 
=P4 0 0 ο (5-3-4) 
区 


比较 式 (5-3-4) 中 的 两 个 P 符号 ,得 
α.-α, [:-β,. γ΄--1--αη νά (5-3-5) 
式 (5-3-4) 和 (5-3-1) 形 式 相 同 , 故 在 变换 式 (5-3-2) 下 得 到 的 新 方程 与 原 方程 在 相同 邻 
域内 的 正则 解 形式 相同 。 因 此 ,对 zi, 二 0( 即 5,--1}1Π ρ--ο, 1 
us(z1)=F(a’ ,PB ;Y ;zi) (5-3-6) 
利用 式 (5-3-5) 和 z= 二 1 一 z, 即 得 
us (z)=F(a,B;1 二 a 二 B—7;1—z) (5-3-7) 
同样 ,把 ws(z) [ 见 式 (5-2-8)] 中 的 a,B,Y 和 > 依次 改 为 a ,B ,XY 和 zi 二 1 一 z, 即 得 
z; 二 1 邻 域内 对 应 于 指标 p 二 7 一 a 一 8 的 解 : 
wlz)=(1—z)”" FF(Y—B,7Y—a;l—a—B+7Y;1—z) (5-3-8) 
这 里 已 假定 Y 或 7 一 a 一 8 关 整 数 。 7 == 整数 的 情况 分 析 类 似 于 式 (5-2-9) ,这 里 从 略 。 


5.4 σου 邻 域内 的 正则 解 和 了 符号 的 指标 变换 
xz 一 ce 邻 域内 的 正则 解 也 可 经 P 符号 的 变换 而 得 到 ,但 与 ς--ι 邻 域 的 情况 不 同 ,这 里 


要 涉及 指标 的 变换 。 下 面 进 行 详 细 的 介绍 。 
先 写 出 μ(α) 的 了 符号 : 


ψ 
0 J co 
ul(z)=P 0 0 αἱ 5 (9-4-1) 
l= Υ-ᾳ-8 β 


对 方程 (5-1-7) 作 变换 z 一 本, 它 使 z, 二 0,1,co 依 次 变换 为 zi, 二 oo,1,0, 但 不 改变 各 奇 点 的 


指标 。 故 有 
ψ 
ce 1 0 
< 0 0 αι - (5-4-2) 


l= η---ᾱ--β- 8 
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交换 1.9 列 ,得 


ψ 
0 1 ος 

μ(ξι)--Ῥ4α 0 0; αι (5-4-8) 
β Υ-α-β 1-Υ 


该 式 与 标准 形式 的 差异 仅 在 于 指标 。 为 能 利用 前 述 解 和 ww , 须 对 式 (5-4-3) 作 指标 变换 ， 
导出 第 一 列 与 标准 形式 相同 的 P 符号 。 
为 将 式 (5-4-3) 中 第 一 列 的 指标 换 成 0 , 令 
ul(z1)=ziv(zi) (5-4-4) 


因为 对 zi, 二 0, 有 


ul(z1i) = zf > ασ 
故 对 应 于 指标 a 和 8, 分 别 有 


2) ng? (p= α) 
v(z1) 一 (5-4-5) 


对 “>》) maz «{ρ-- β) 


可 见 v(z1) 在 zi, 二 0 的 指标 为 0 ρ΄; --β--α. 
下 面 导出 v(xz1) 在 其 他 两 个 奇 点 处 的 指标 。 
对 zi 二 1, 有 
ulz1) = (αι --1)’ Σ}α, (αι -- 1)" 
故 按 式 (5-4-4) ,有 
va) = A (αι -- 1)’ Ὁ} α, (αι -- 1)" (5-4-6) 


π 


注意 σι--1 的 寡 次 是 指标 , 故 知 zz) 在 σι 1 的 指标 与 (σι) 相同 , 即 ρ--θ, γ--α--β. 
对 σιτοο ( 即 5, Ξ-0). 


je Dy . 加 
二 (= 2 a (5) = 2) ri" 
故 
4 πο σιν οι. πα. η. (5-47) 


可 见 v(z1) 在 zi 二 oo 的 指标 为 o 一 co 十 a。 
这 样 ,根据 式 (5-4-2) 中 (πι) 的 相应 指标 o, 即 可 写 出 v(z1) 的 P 符 号 如 下 : 


J 


0 1 Co 
2Cz) 一 P4 0 0 ai Σι (5-4-8) 
β-α Ύγ--α--β 1--γ--α | 


与 了 符号 的 标准 形式 
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相对 照 , 有 


a =a, B=1+a—7, ΥΤ:-]--α--β (5-4-9) 
于 是 , 按 式 (5-2-7) 和 式 (5-2-8) ,有 
vi(z1)=F(a ,BY ;2)=F(a,1ta—7y;1+a—B;z) (5-4-10) 
vz1) τα] Ε(1--Υ-Γα”,1- ΥΕΑ ;2—7 ναι) 
τσι “Ε(β,1-β--γ11-Γβ--αι σι) (5-4-11) 
代入 式 (5-4-4), 即 得 
αε(α)--α[οἱ(8ι)--α-"Έία,]-Γᾱ--γι]--α--βι--) (5-4-12) 
μ1(α)--α[υςίαι)--α-"Ἔ(β,1--β--γε1--β--α1--) (5-4-13) 
以 上 只 针对 一 个 奇 点 作 了 指标 的 变换 。 一 般 情 况 下 , 若 
ἃ: ὦ «Ὁ 
σης C3 βρε -| (5-4-14) 
C ϱι Ps 
a b ο 
or k ps—/l pp5 十 (R 十 2 ; -| (5-4-15) 
C2—k ϱι--! ϱρε!-(έ-Ἴ-0) 


则 


κ()-(ΞΞ:}᾽ (2) ve) (5-4-16) 


区 和 二 
根据 指标 的 含义 以 及 本 节 前 面 的 分 析 , 不 难 理解 此 式 。 
若 c= 王 ce , 则 式 (5-4-16) 中 分 母 (= 一 c) 改 为 1。 
例如 由 式 (5-4-3) 到 式 (5-4-8) 的 变换 , 令 式 (5-4-15) 中 ϱι 一 k= 二 a 一 k= 二 0, 于 是 有 =a。 
由 于 zi 一 1 的 指标 不 变 , 故 /一 0。 这 样 就 有 


0 1! ος 
< 0 0 Qa; -| 
β--α Ύγ--α β 1--Ύ--α 
这 就 是 式 (5-4-8) 。 在 式 (5-4-16) 中 将 = 换 为 zx; , 即 给 出 式 (5-4-4) 。 


总 之 ,利用 了 符号 的 变换 ,可 由 一 个 奇 点 的 正则 解 推 知 其 他 两 奇 点 的 正则 解 。 
利用 了 符号 的 变换 还 可 把 一 个 正则 解 写 为 另外 的 形式 。 以 四 为 例 , 先 对 了 符号 作 指 标 


变换 如 下 : 
0 1 co 
| 0 0 απ -| 
l= γ-α--β. β 


0 1 οο 
πατε Ὁ αξβ-Υ γ-β, | 
ΕΞ 0 γ--α 
注意 到 了 符号 中 属于 同一 奇 点 的 两 个 指标 可 以 互 换 位 置 , 故 上 式 可 写 为 
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0 1 co 
xw(z) 一 (z 一 1) ΑΡ 0 0 γ--α; | 
和 一 一 人 


0 1 ος 
--(α--1)7 Pa 0 0 α: -| (5-4-17}) 
1--Υ’ Ύγ΄--α-- β' 
式 中 最 后 的 P 符号 是 用 来 比较 的 标准 形式 。 比 较 两 个 P 符号 可 得 , a 二 7 一 a, B 二 7 一 B, 7 
ο ος 

现在 可 以 写 出 四 在 上 述 指标 变换 下 的 函数 形式 。 用 方 括号 标 出 ww 在 式 (5-4-17)P 符 
号 中 对 应 的 指标 ,就 有 

ui(z)=F(a,B;Y;z) 


0 1 Cao 
-er [ο] 0 α΄ : | 


l= up Β 
=(z—1)’” "F(a ,PB ;Y ;z) 
=(z—1)” “FF(Y—a,7—B;Y;z) (5-4-18) 
还 可 类 似 地 写 出 其 他 的 一 些 等 价 的 形式 。 在 应 用 中 ,可 根据 需要 选取 适当 的 表达 式 。 


让 3 


5.1 证 明 F(a,B;7Y;z) 的 性 质 3, 即 式 (5-1-23) 。 
5.2 证 明 递 推 关系 式 (5-1-26) 。 
5.3. 写 出 w(z) 与 式 (5-4-18) 相 应 的 形式 。 
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第 6 κ 勒 让 德 方程 与 勒 让 德 函 数 


6.1 电磁 场 问题 与 勒 让 德 方程 


6.1.1 场 方程 的 分 离 变 量 
在 讨论 无 源 区 的 静电 场 时 ,会 遇 到 拉 普 拉 斯 方程 


0 (6-1-1) 
ν:φη-ῤῆφ--0 (6-1-2) 


以 上 y 代表 电势 ,是 一 标量 函数 , 为 常数 。 显 然 可 以 式 (6-1-2) 为 代表 统一 地 讨论 以 上 两 
式 。 


在 球 坐 标 系 (r,0,p) 中 
νο ' Ὁ... .8 1 9: ΜΝ 
Ἐ re δε) | ν᾽ sin πο. 650) ιπ΄ 0ο φ” μα. 
6» 
则 方程 (6-1-2) 可 分 解 为 3 个: 
号 (= αν) [ια Γ)ΊΚ--ο (6-1-5) 
ο ας ἀθν ͵ γα 
去 πας, 0 3 | 5 Ε1) “τῇ Β--0 ἐδ-1-6) 
2 
αρ τ---πὲϕ (6-1-7) 


其 中 mx 和 ?2 都 是 分 离 方程 时 引入 的 待定 常数 。 
方程 (6-1-7) 的 解 是 
Φ(ᾳ)--ε (6-1-8) 
由 于 关于 9 应 是 单 值 的 : Φίφ!-2ππ)--Φίφ),1κ ΗΛΕΙ ==0,1,2,…。 这 是 本 征 值 问题 
的 一 个 例子 。m 反映 了 场 关 于 z 轴 的 对 称 性 质 。 
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这 样 ,在 方程 (6-1-6) 中 , πι 为 整数 。 令 ζ--οος 20, 并 改 记 Θ(θ) (6) , 则 有 
ο) ἆ ἆ ἆ 
πρι αν sin 0 一 μα -t= 
于 是 方程 (6-1-6) 即 化 为 连带 的 (associated) 勒 让 德 (Legendre) 方 程 : 
du du | μα -- η 
| πο τα 0 (6-1-9) 
若 方程 中 mx 二 0, 则 方程 称 为 勒 让 德 方 程 。 
记 勒 让 德 方程 和 连带 的 勒 让 德 方程 的 解 分 别 为 P (9 和 PY(8), 即 有 
ἠΡ, 


α-Ἑε'-2 πε ΕΙ Ps (6-1-10} 
d2 pr” dPpr ， ος 
0 ης [ELD τε] 二 0 (6-1-11} 


P (5 和 PY (如 分 别 被 称 为 7 次 勒 让 德 函 数 和 m ΙΙ 次 的 连带 勒 让 德 函 数 。 这 两 个 函数 常 
在 球 坐 标 系 中 遇 到 : P,(cos ϐ) 和 PY (cos 0) 分 别 对 应 于 轴 对 称 和 非 轴 对 称 的 场 分 布 。 显 
然 , πι--0 时 ，P7 (5) 就 是 P (9 。 

还 有 第 二 类 勒 让 德 函 数 Ω,(Ὁ 和 连带 的 勒 让 德 函 数 Q7 (5) ,但 由 于 物理 问题 中 很 少 用 
到 它们 , 故 本 书 只 介绍 第 一 类 。 


6.1.2 Pi(6) 和 P?(6) 的 一 般 关 系 


用 数学 归纳 法 很 易 证 明 以 下 莱 布 尼 兹 (Leibniz) 公 式 : 
κα ών ᾱ ώς Du™ (6-1-12) 
(ζω)  -πιι(” }- ζω) (6-1-13) 
上 标 (πι) 表示 求 m 阶 导数 。 
现在 对 式 (6-1-10) 求 m 阶 导数 。 利 用 式 (6-1-12) 和 (6-1-13) ,可 得 
(1—&)[P® To—2Cmt+1) PY] 二 DD) mmt+1)P™"=0 (6-1-14) 
另 一 方面 , 若 设 


Ῥη(Ό--(1--ζγ'εγ(Ὁ (6-1-15) 
则 有 
[Pr (WJ (二 加 + Στ 
[Ῥη(0Υ͂-(τϑ- ση ἨΈ ΙΗ τ» 
[ρε πρβ μμ] 


代入 式 (6-1-10) ,可 得 >(5 所 满足 的 方程 : 

(1--6}γ'.--2(ωι1-1)ξγ' 十 [CC 十 1) 一 和 (十 1)]y 一 0 (6-1-16) 
比较 式 (6-1-14) 和 式 (6-1-16) ,可 知 ν-- ΟΡ (C 为 任意 常数 ) 。 代 入 式 (6-1-15) 并 取 C=1， 
则 得 

Ρις (1 -YP (Lb) (6-1-17) 
πιο 时 , 式 (6-1-10) 与 式 (6-1-11) 相 同 ,由 此 知 ΡΙ (0 王 P (9 。 故 式 (6-1-17) 对 m= 二 0 同样 
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成 立 , 它 就 是 P, (5 和 P7(5 间 的 一 般 关 系 式 (注意 ,这 里 mm 不 能 为 负 ) 。 
需要 指出 的 是 ,上 面 取 C=1 采用 的 是 费 瑞 尔 (Ferrer) 的 定义 。 若 按 霍 布 森 (Hobson) 
的 定义 , 则 C=( 一 )”。 


6.2. 奇 点 邻 域内 的 正则 解 


6.2.1 正则 解 的 P 符 号 


易于 得 知 ,方程 (6-1-9) 共 有 3 个 奇 点 : 5 二 土 1,oo, 且 篆 正 则 , 故 属于 三 奇 点 福克斯 型 
方程 ,其 全 体 正则 解 可 借助 于 超 几 何方 程 的 正则 解 和 P 符号 得 到 。 下 面 先 写 出 方程 (6-1-9) 
的 全 体 指 标 。 

对 方程 (6-1-9) 而 言 , 有 

ρρ- τε, R= αν ] (6-2-1) 


1 1.--- 
由 此 知 ,对 ζ,Ξ51 ,有 


2 一 1， 至 二 (6-2-2) 
代入 指标 方程 
(Co 一 1) 十 po 十 co 一 0 (6-2-3) 
可 得 
a τετ οὐ: ος 
全 一 2 ， ϱα 一 2 (6-2-4) 
2 
同样 可 得 ,对 和 一 一 1, 有 po 一 1， απ ος 
内 一 他， 一 一 了 (6-2-5) 
ο ΠΡ ΗΊΒ ΒΕ, ο ο ο. ο 
ο δι νι 111) 11” RE 
δι (ο) τετ) αι (ζι) αι 加 | (6-2-6) 
于 是 对 ἕ-οο, ΗΙ 5 二 0, 有 
bio = 0', πο απ (6=2-7) 
代入 指标 方程 (6-2-3) ( 式 中 bo、 co 分 别 改 为 pio、 ιο) ,得 到 
上 5 一 /十 1， 6 一 一 / (6-2-8) 
综 上 可 得 正则 解 的 P 符号 : 
1 二 站 ce 
71 m 
αμ πι πο ΠΕ (6-29) 
m m 
i ον 


πι--0 时 , 式 (6-2-9) 给 出 勒 让 德 方程 (6-1-10) 的 正则 解 。 


6.2.2 ὅτι 邻 域内 的 正则 解 
现在 利用 P 符号 的 变换 , 求 5=1 邻 域内 的 正则 解 。 


首先 把 奇 点 变换 为 ο]. δις 为 此 ,只 需 令 
ς--- (6-2-10) 
式 (6-2-9) 即 可 写 为 
0 1 co 
71 71. «απὸ 
2 2 ο... 2 (6-2-11) 


注意 式 中 的 奇 点 是 属于 名 一 (1 一 多/2 的 。 对 于 m>>0, 在 5=1 和 5 一 1 处 ,第 二 个 解 


为 将 P 符号 与 超 几 何方 程 的 P 符号 对 应 起 来 , 作 指 标 变换 : 
0 1 oo 
“5=- (二 3) (3 η») 0 ων ο αἱ 
71 7η lm 
| 1 25 
一 与 人 G 一 9)3P 0 | (6-2-12) 
a —m  --[-ηι 
将 式 中 的 P 符号 与 标准 形式 
0 本 天 
"| 0 0 Q -| (6-2-13) 
1-Υ Ύ-α-β β 
相对 照 , 即 有 
ο μα ο -- ο (6-2-14) 


因此 ,对 式 (6-2-9) 中 第 一 列 的 第 一 个 指标 (5, 一 1, ϱι 


u (=C, (1-- ζ)ἘΕία,βιγ: 5) 
a ο ο ο ο (6-2-15) 


这 里 C; 为 任意 常数 。 
其 他 正则 解 可 仿 此 得 到 ,不 再 著述 。 
在 式 (6-2-15) 中 令 m= 二 0, CG, 二 1, 即 给 出 勒 让 德 函 数 ， 


53 (|¢—1|=2) (6-2-16) 


PAO=F(Lt1, i 
它 仅 在 15 一 11 坟 2 内 收敛 。 因 为 F(a,p;7y;0) 一 1, 故 P,(1) = 二 1。 如 果 5 一 cos 0, 则 式 
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(6-2-16) 的 收敛 域 为 09<x。 当 ι ἌββΙΗΝ να (6-2-16)8Κ Ἂ 11565688 {9 Ἄς Ε(ΜατρΏγ) 
表达 式 , 它 是 一 个 1 次 的 多 项 式 , 见 6.3 节 。 

与 第 一 解 线 性 无 关 的 第 二 解 为 第 二 类 勒 让 德 函 数 Q, (9 和 第 二 类 连带 的 勒 让 德 函 数 
QF7 (5 ,它们 在 5= 士 1 (或 θ--ο 和 z) 发 散 , 表 达 式 从 略 。 

当 mx 关 0 时 , 式 (6-2-15) 中 的 αι (8 即 Ῥ7(Ὁ ,但 其 系数 C; 应 根据 式 (6-1-17) 由 Ρ,(Ὁ 
确定 。 

首先 ,利用 公式 (5-1-23), 即 

ία). CB), 


ο (α»β;γιξ)----οῃ- Flatm,Btm;Ytm;t) (6-2-1Τ) 


PP CD 一 5) F(tltm, τι νο) (6-2-18) 


又 因为 
TOU 二 1 十 m) 2 PFI 
αν. ἃ, αε:» 
故 有 
ο 1 Τ(1 1-1) : 省 二 ... 
Ρ(Ὁ a πι] my ™) (6-2-19) 


再 利用 式 (6-1-17) , 即 可 得 到 


nr 1 ΓΩΗ11π1) 
了 多 2"zz Γ(Ι-|-1--71) 


(1 一 名)3F (4 十 1 十 mr， ο ο (| 5 11 一 2) 


(6-2-20) 
6.3 勒 让 德 多 项 式 与 连带 的 勒 让 德 多 项 式 


* 一 0 是 方程 (6-1-9) 的 常 点 。 在 5 一 0 邻 域内 勒 让 德 方程 的 级 数 解 已 在 4. 1 节 中 讨论 
过 ,而 连带 的 勒 让 德 方程 的 级 数 解 可 通过 式 (6-1-17) 由 前 者 得 到 , 故 不 必 重 新 推导 。 我 们 
已 经 知道 , 勒 让 德 方程 的 级 数 解 的 收敛 域 为 1 51 二 1, 但 物理 学 问题 通常 要 求 方程 的 解 在 
Ιξ|--1 收敛 ( 按 5 一 cos 0, 即 要 求 在 θ--0 和 0 二 x 收敛 ), 因 此 上 述 无 穷 级 数 解 不 能 满足 要 
求 。 本 节 将 从 级 数 解 中 选 出 在 |ξ|--1 处 收敛 的 解 ,这 就 是 勒 让 德 多 项 式 和 连带 的 勒 让 德 
多 项 式 。 


6.3.1 勒 让 德 多 项 式 Ρι(6) 
在 4.1 市 中 已 经 得 知 , 勒 让 德 方程 在 常 点 5 一 0 邻 域 内 的 级 数 解 为 : 


co 


μι (6) τες >， Φρις, ιις(ἕ) = > G2g+1 Cet (6-3-1) 
PE 


其 中 各 系数 满足 递 推 公式 


Cm Cn Lt) 
ΑΕ (π-Ε1) (n 十 2) 


Cs (6-83-2) 
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由 此 弟 推 公式 知 , 若 1 为 整数 : 1 二 0,1,2,… … 则 当 2 一/ 时 ,有 a+2 一 0, 从 而 αγγ αι ''' 
-0. ΚΠ! 为 偶数 ( 即 ?=2N，N=0,1,2,…) 时 , 式 (6-3-1) 中 偶 次 震级 数 成 为 多 项 式 , 其 
最 高 震 次 为 2N, 而 奇 次 适 级 数 则 仍 为 无 穷 级 数 。 为 保证 解 在 !Ιζ|--1 收敛 ,只 需 令 αι--θ. 
当 /为 奇数 ( 即 :二 2N 十 1) 时 , 式 (6-3-1) 中 奇 次 震级 数 成 为 多 项 式 , 其 最 高 寡 次 为 2N 十 1， 
而 偶 次 过 级 数 仍 为 无 穷 级 数 。 此 时 要 使 解 在 | 引 =1 收敛 ,只 需 令 wo 一 0。 

总 之 ,要 满足 Ιξ|--1 处 收敛 的 要 求 ，: 只 能 取 整 数 ,而 且 ει(Ὁ 和 必 (5 只 能 一 个 为 7 
次 的 多 项 式 ,而 另 一 个 则 必须 被 舍弃 。 

这 样 得 到 的 多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 , 仍 记 为 P (9 ; 


N 


κα α:κζ' (7 一 2Ν) 
k=0 


P,(5) = (6=3=3》 


N 


2 ant (= Ν.Ε 


此 两 式 可 经 下 标 变 换 合 而 为 一 : 对 于 /一 2N, 令 2p 二 /一 2k, 则 有 2k 二 /一 2p; 对 于 1 二 2N 十 
1, 令 2p 二 1 一 2k 一 1, 则 有 2& 十 1 一 /一 2 加 。 于 是 式 (6-3-3) 成 为 
τ λα _ 1/2 (l= 0,2,4,.…) 
να Ὦ “aot” (N= 人 ὥ-- ο... 
ΠΕΕΑ ϱ--ο 为 最 高 次 项 , p==NN 为 最 低 次 项 。 
下 面 确定 式 (6-3-4) 中 的 展开 系数 。 根 据 式 (6-3-2) ,只 要 确定 最 高 次 项 的 系数 w , 则 各 
低 次 项 系数 都 可 由 此 倒 推 出 来 。 


为 确定 a1, 先 考虑 式 (6-2-16) 。 当 1 为 整数 时 , 式 (6-2-16) 成 为 1 3 的 /次 多 项 式 [ 即 


Ρι(Ό 的 索 末 菲 表 达 式 ], 这 是 因为 展开 式 中 1 十 1 αυ... 
(--Όικιπ(-- Ό(-- 111)». ς----}-ο 
而 成 为 0, 其 他 更 高 次 项 的 系数 也 都 是 0。 因 为 其 最 高 次 项 为 
(十 1)， (-- Όι ο , (2D1 /1—&¢\ 
μι, 7" - ο. 


(6-3-4) 


故 若 把 该 多 项 式 改 写 为 8 的 7 次 多 项 式 , 则 中 的 系数 为 - ορ. 现 规定 式 (6-3-4) 与 式 
(6-2-16) 一 样 ,都 满足 P,(1) 二 1, 则 两 者 的 各 对 应 项 系数 显然 应 相同 ,由 此 知 


D1 το 
ἀρ“ Της (6-3-5) 
(nn 十 1)(n 十 2) 


(n—l) nl+1) "+? 
然后 ,依次 令 式 中 η--ἷ--2., ZL 一 4，… ; 则 可 写 出 
Τε[--1} 
(πο οι ο 


ους 的 
5 


QQ 一 2 一 
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νον ἰ(ί--1)-::Γ[ἰ--(2ρ--1})η ; 
ΓΡ (—)*2sp! (2 一 1)(27 一 3)…[27 一 (22 一 1)] 4 


把 式 (6-3-5) 代 入 ,又 注意 到 


- τ 
ο ο το ον 
而 
ee EO {22} 

2](2ί--2}(2ἱ--4):--Γ2ί--2(ρ--1}](2ἱ--2Ρ}! 
- (21}1 
2’1{1--1}Ω1--2)---1--Ρ-Ε1)021--2Ρ}] 
Coy ἔ--ρὸι 
211 οι δρ) 

即 可 得 到 


my ο (— ώμο. 
» 211 (1--ρ)! (ἰ--2ρ)! 


以 此 代入 式 (6-3-4) , 即 得 
Ν οφ | 
ΡΟ τι ΤΣ ΠΡΙΝ (6-3-6) 
式 中 ,对 /二 0,2,4,…, N==1/2; 对 1 二 1,3,5,…, Ν--({--1)/2. 
ΡῸ 有 以 下 特点 。 
Ὁ Ρ,(Ὁ 的 奇偶 性 即 : 的 奇偶 性 。 
Ὁ Ρι(Ό 是 1 次 多 项 式 , 故 有 /个 零点 。 
@ 对 /二 1,3,5,…, 有 P,(0) 一 0, 这 是 奇 函数 的 特点 ;而 对 1 二 0,2,4,…, 则 有 
(= MAN 
2! LC OY 
这 是 因为 当 1 为 偶数 时 ， P,(0) 中 只 有 零 次 项 不 为 0, 而 零 次 项 对 应 于 1 二 2p, 由 式 (6-3-6) 
可 知 有 此 式 。 
由 P1(1) 寺 1。 这 是 由 式 (6-3-5) 所 保证 的 。 
几 个 较 低 次 数 的 勒 让 德 多 项 式 列 于 下 
面 : 


Ρ,(0) 一 


Po (ασ) --] 
Ρι (α)--- 


Ριία)----(8α’--1) 


παν, 一 到 (5z: = 


六 三 (35z4 一 30z2 十 3) 


它们 的 曲线 如 图 6-3-1 所 示 。 
另外 , 式 (6-3-6) 还 可 表示 为 罗 巨 格 
(Rodrigues) 公 式 : 


图 6-3-1 几 个 低 次 数 的 勒 让 德 多 项 式 
115 


PWT (6-3-7) 
只 要 利用 二 项 展开 式 
(6-1! «5 Σ ΟΙ» (6-3-8) 
即 可 证 明 式 (6-3-7) 与 式 (6-3-6) 相 同 。 证 明 留 作 习 题 。 
6.3. 2 连带 的 勒 让 德 多 项 式 P7 (6) 与 Pr "(9) 


根据 式 (6-1-17) 可 由 P,(8) 得 到 PY (外, 例如 : 

5,6) Ρί(α)--(1--α7γυ 
P(x)=37z (1—x:) 
Ριζα}--8{}--ᾱ) 


Ῥὂ(α)--5-1--αὐγνέ(δα--1) 
= Ῥεζα]--[δαγ]- αρ) 


图 6-3-2 给 出 了 几 个 Pr 4) 的 函数 图 像 。 
图 中 曲线 旁 的 数字 代表 (7,m)。 

以 上 均 假 定 m 宇 0。 但 是 ,注意 到 把 方程 
(6-1-9) 中 的 πι 换 为 一 m 后 方程 不 变 , 故 在 方 

图 6-3-2 连带 的 勒 让 德 多 项 式 的 函数 图 像 ” 程 的 解 中 把 πι 换 为 一 m 也 应 是 方程 的 解 。 但 

按 式 (6-1-17), m 二 0 将 导致 无 意义 的 负 导 数 ， 

因此 不 能 直接 利用 式 (6-1-17) 求 m 二 0 时 的 PY (x)。 这 个 困难 可 以 用 下 面 的 方法 加 以 解 
决 。 

首先 ,利用 式 (6-3-7) 可 将 式 (6-1-17) 表 示 为 


απ 
ασ οη 


ῬΤ(Ὁ 
将 此 式 中 的 m 换 为 一 m, 有 


Ἐν ος .- να ἀπ 
Ρι (ο σπίι ζ) ας» 


只 要 |m| 三 i, 上 式 的 导数 就 有 意义 ,从 而 这 个 解 存 在 。 事 实 上 , 按 式 (6-3-10) 定 义 的 
Ρ;”"(Ὁ 与 P7 (6%) 只 相差 一 个 常数 ,二 者 的 关系 是 


-- αι /m/l Όση. 
Ρ;”"(Ὁ----) απ (5 (6-3-11) 


ζδ--1}᾽ (6-3-9) 


δα ο. (6-3-10) 


证 明 如 下 。 
根据 莱 布 尼 兹 求 导 公式 ,有 


απ 


οσα 


να ον ; { 
CC gael 1) (ζ-1)!] 


νο 上 «κ᾽ ΕΠ (6-3-12) 
求 和 项 中 两 个 导数 同时 不 为 0 的 条 件 是 ki 和 m 一 & 过 0, 即 & 宇 m, 故 上 式 的 求 和 范围 实 
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际 上 是 πι κςκΙ, ΜΡ ΚΈ!, Γη 


αν ει τι LE DCE De 
HE 一) = Ch I= ο ο] 
作 指标 代 换 mn 一 & 一 mm, 则 有 


dm Im 


-a tn—m - 
HE «ἕ Ίλε-- ΣΟ. 1) 11{ξ--13 


κ "πῃ -π--πι) | 


nl 
{--πι 

κ. _ Ώγ-π με ἐ1(ξ-- 1)" CO Tt 

--(ᾱ--1) 之 Οδ προς 


nl 
(6-3-13) 
另 一 方面 ， 
[πω ᾿ ἔτι > ἆ” CE 1)! ἀπ (ἕ-- 1}! 
ἀξ. (6 1) ον 之 ， σα ἀζ” ἀξ. 
i—m 
ἪΝ .. ἐ]εξ--1χ-ῃηγξο. γα - 
ασπρο πο .α, 
因为 
Ctm 1 (1 ηι) ! 
πι] πι)! nl (απ πι)! (ἰ--π)! (ἰ--π--πι)! π! 
σ 1 (1—m)! 
OD! ntm! nl CG—m—n! COU—n)! (π πι) | 
比较 两 式 ,可 见 有 
---πε 1 ({Ππ1}} ο. 1 
mam! nl QU—m! "πρὶ (nFm)! 
于 是 式 (6-3-13) 可 以 写 为 
Ei ; a HFM, LE Dm ES I 
ΠΝ πι. απ δι Cr (- πλ! (nt+m)! 
VN βαν ι 
一 (一 )” (1— &) ml 1) 
或 


{πι 
G1) )" (1 一 多) 


两 边 同 除 以 2471, 则 根据 式 (6-3-9) 和 式 (6-3-10) ,上 式 即 


(---»ι)! σι --.ΝπΤῬ-πι 
πα Ὁ-ί ΥΕ (59; 


Fe ΝΠ i 
ασ (ἕ 1) 


这 就 证 明了 公式 (6-3-11) 。 


6.4 了 Pi (5 多项式 的 生成 函数 和 递 推 公式 
6.4.1 生成 函数 


许多 特殊 函数 都 有 各 自 的 生成 函数 (generation function) ,又 称 母 函数 。 生 成 函数 在 
对 特殊 函数 的 分 析 中 有 重要 的 应 用 。 


ΤΕ 


若 函 数 f(x,s) 的 级 数 表 达 式 为 


co 


Εαν) = art (6-4-1) 


n=0 


而 αι (9) 恰好 是 某 特 殊 函 数 G(s), 则 称 f(z,s) 是 G(s) 的 生成 
函数 。 
现在 导出 P' (8 的 生成 函数 。 设 在 x 轴 上 上 距 原点 为 1 处 有 
一 个 点 电荷 ,其 电量 为 "一 4reo, 如 图 6-4-1 所 示 。 则 在 以 原点 为 
球 心 ,半径 为 1 的 球面 内 的 某 点 ,此 电荷 产生 的 电势 为 
yr,0) = (6-4-2) 
ν1--2νεο5 0 十 天 
另 一 方面 , 因 电势 满足 V2y=0 (ᾳ 所 在 点 除外 ), 且 ϕ 与 角度 
图 6-4-1 点 电荷 与 球面 “9 无 关 , 即 为 轴 对 称 , 这 相当 于 6.1.1 节 中 ἆ--0, πι--0 的 情况 ， 
故 方程 有 一 系列 解 : g(r, 外 二 Ri(r)P1() ,其 中 5 一 cos 0。 这 里 
P' (5) 为 勒 让 德 多 项 式 , 它 满足 在 0 二 9<x 内 处 处 有 限 的 要 求 。R,(r) 满足 式 (6-1-5) : 


A ydR\ κκ κ. 
τ : Ι{Η-1}Β,-Ξ0 (6-4-3) 
此 称 Euler 方程 。 该 方程 的 通 解 为 
ων ο. (6-44) 


但 因原 点 无 电荷 ，R,(0) 应 有 限 , 故 知 D, 二 0。 于 是 有 φις. Ὁ) 一 Cr'P (9。 由 此 ,方程 
Vy 二 0 在 原点 有 限 的 轴 对 称 解 可 写 为 


VC7r，5) 三 一 D3 Gr Ῥ {ο (6-4-5) 
1=0 
比较 式 (6-4-2) 和 式 (6-4-5) ,可 得 
- 
= δα Εις (6-4-6) 


为 确定 ΟΦ 5 一 1 (Η 0 王 0) 时 的 情况 。 利 用 P,(1) 圭 1, 此 时 式 (6-4-6) 成 为 
1 


- > ο ρε 
1-0 


1E7F 

与 公式 
1 ST 

ατα Zr (κ 1) 

相 比 较 , 可 知 C=1 (ἰ-0.1.2. κος 于 是 式 (6-4-6) 成 为 
1 ο: 
一 Ρι(Ό' (6-4-7) 
ΝΊ -- 2νξ -1- γ᾽ » 4 


1 


6.4.2 Ῥι(6) 的 递 推 关系 


利用 生成 函数 可 导出 递 推 关 系 (recurrence relations) 。 
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按 定义 ,f(r, 台 二 即 为 P(5 的 生成 函数 。 


Q@ 函数 间 的 递 推 关系 
将 式 (6-4-7) 两 边 对 > 求 导 数 ,可 得 


Ts (6-4-8) 
ν1--2νΐ -- τή πες 


用 式 (6-4-7) 改 写 上 式 左 边 , 并 对 右边 做 变换 /一 1 2 可 得 [为 简洁 ,以 下 函数 P (59 中 的 自 
变量 被 隐藏 不 写 ] 


(ξ--τ) Σ) Βι τί -- (1-2) Σ) Ο1--1γΡ͵μτ' (6-4-9) 
τοῦ πα 
比较 式 (6-4-9) 两 边 > 的 同 次 项 系数 ,有 
πι ζῬι--Ε; (6-4-10) 
γί. ζΡ,--Ῥ,.ι--(ἑἠ-1}Ριι--21ζΡ,|-({--1}Ρ;.ι 
即 
(十 1)P --(21-Γ1)ζΡι-ΕΙΒι ιο (131) (6-4-11) 


式 (6-4-10) 和 式 (6-4-11) 给 出 了 不 同 / 的 函数 间 的 递 推 关 系 。 
Ὁ) 涉及 导数 的 递 推 关系 


此 类 关系 中 ,常用 的 有 以 下 几 个 : 
Ῥ'μνι --ΣΡ΄/Ξ(1-Ε1)8, (6-4-12) 
δις Ες μΕΦΕι (6-4-13) 
(6 DP = Ρ, ι] (6-4-14) 


证 首先 ,将 式 (6-4-7) 对 5 求 导 ,可 得 
χ(1 --γξ]-Υ5} 5. ΣΡ’, (Όν 
再 利用 式 (6-4-7) ,将 上 式 写 为 


ΣΤΡ! = 1--2νξ {-τὂ) dP’ (6-4-15) 
1-0 /一 0 
比较 式 (6-4-15) 两边 :项 的 系数 ,可 得 
ο ον ο (6-4-16) 
另 一 方面 ,对 式 (6-4-11) 求 导 , 又 得 
(1-1) Ρ΄ μι --(211-1}Ρ,--(2411-1}ζΡ', 1-1Ρ’, =0 (6-4-17) 


由 式 (6-4-16) 和 式 (6-4-17) 消 去 P',_1 , 即 得 式 (6-4-12) ;消去 P'i4i , 则 得 式 (6-4-13)。 
在 式 (6-4-12) 中 作 变 换 /一 /一 1, 有 
P',—¢P', ις-ἴδι 
再 利用 式 (6-4-13) 消 去 P', 1 , 即 得 式 (6-4-14)。 
证 完 。 
如 果 分 别 对 式 (6-4-12) 和 式 (6-4-13) 求 m 一 1 阶 导数 ,并 利用 式 (6-1-13), 则 又 可 依次 得 
到 下 面 两 个 关于 高 阶 导 数 的 公式 : 
ΡΠ} ΞΞ ζΡ/ |-(1ἠ-πι}Ρ/-» (6-4-18) 
凡生 名 和 --[--πιἠ-1}Ρ/-υ (6-4-19) 
这 些 关 系 式 在 推导 P7 (2 的 递 推 公式 时 很 有 用 处 。 
119 


6.4.3. ΕΡΤ (6) 的 递 推 公式 
这 方面 的 常用 公式 有 以 下 几 个 : 


Pe = tr CEL η (6-4-20) 
Prei= th = CE pe (6-4-21) 
(Γρ πι PR + Cm) Pr (6-4-22) 
(1= P= ΕΕ απο λΡήη (6-4-23) 


1 ρα (131 ζΡΑ --(ἰ-ι-1ὸΡήι 


--(1- πι) ΡΗ :一 25P7 (6-4-24) 
前 三 式 很 易 证 明 : 
把 P(5) 与 PP (EC) 的 关系 式 (6-1-17) 用 于 式 (6-4-18)., 可 得 式 (6-4-20); 用 于 式 
(6-4-19) ,又 可 得 式 (6-4-21) 。 
由 式 (6-4-18) 和 (6-4-19) 消 去 PI"? 项 ,得 到 
(21-1}ξ5}’ --(]--πι-|-1}Ρᾳ9 |-({1-πι}Ρ5) 
再 利用 式 (6-1-17) , 即 得 式 (6-4-22) 。 
下 面 证 明 式 (6-4-23) 和 式 (6-4-24) : 
在 式 (6-4-21) 中 改 πι 为 m 十 1, 改 71 为 1 十 1, 则 有 
ΡΊ 11 --ζΡΠΗ --(ἰ--πι--1)(1-- FR) Pp 
在 式 (6-4-20) 中 改 mx 为 m 十 1, 有 
Prtt=LPYt1T (二 m1)(1—&) Pr 
由 以 上 两 式 消去 P?h! , 即 可 得 到 式 (6-4-23)。 
为 证 明 式 (6-4-24) ,利用 式 (6-1-17) ,可 写 出 


ᾱ--νμρη--α ρα. 6)” 2Ρ9] 


μεξ Pir+D (CO, 
- ΕΙ 1 二 名 十 -了 CD Ἴρτ(ο 
又 由 式 (6-1-17) ,有 
Ρος) 二 下 
ED 一 1) πο 


代入 上 式 , 得 


(一 多 下 Pr= mgPz 十 (1 一 多 ) 于 Pr+l 
以 式 (6-4-23) 替 换 右 边 第 二 项 , 即 得 式 (6-4-24) 的 第 一 种 形式 。 再 利用 式 (6-4-22), 则 式 
(6-4-24) 右 边 成 为 第 二 种 形式 。 
应 当 指 出 ,以 上 关于 Ρ}(Ὁ 的 公式 是 在 费 瑞 尔 定义 式 (6-1-17) 的 前 提 下 得 到 的 。 有 些 
文献 采用 霍 布 森 定 义 [ 比 定义 式 (6-1-17) 多 一 因子 〈 一 )”] ,导出 的 公式 与 本 书 有 所 不 同 , 应 


用 时 需 注意 区 别 。 
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θ5 正 交 关系 


本 节 所 讨论 仓 的 P (5 和 P7(2 Ἡ 站 指 多 项 式 。 


6.5.1] 正 交 关系 式 
对 于 P7(5 ,有 以 下 重要 的 积分 关系 式 ， 


| PP πω Cm #0) (6-δ-1) 
| Pr Pr Va = we (6-5-2) 
[βρε = δω (γε 0) (6-5-8) 
| ΡΌρ" (ας = (—)" τή δι (6-5-4) 

对 于 Ρι(Ό, ΠΒ 
| PVP Vd = Fi (6-5-5) 


上 述 积分 为 0 时 , 称 积分 中 的 两 勒 让 德 多 项 式 正 交 或 带 权 正 交 , 故 这 些 积分 又 被 称 为 正 

因为 式 (6-5-3) 和 式 (6-5-4) 可 利用 式 (6-3-11) 分 别 由 式 (6-5-1) 和 式 (6-5-2) 得 到 ,而 式 
(6-5-5) 则 是 式 (6-5-2) 在 m 二 0 时 的 特例 , 故 只 需 证 明 式 (6-5-1) 和 式 (6-5-2)。 下 面 首先 证 
明 其 正 交 性 ,然后 导出 非 正 交 时 的 积分 结果 。 


6.5.2 正 交 性 的 证 明 
连带 的 勒 让 德 方程 (6-1-9) 可 写 为 


ke ΦΥΕ] | [ματ] er ]ρη--ο (6-5-6} 
两 边 同 乘 P” ,得 
ἪΝ Αα. py η ια κ ew ]ρενή =0 (6-5-7) 


交换 1. Ι 和 m、m ,所 得 式 子 与 式 (6-5-7) 相 减 ,可 得 
αρα -8) (Pr τρ) [ια ευ {ΕΠ} .= Ἴρρρή--ο 


dé ἀξ 3 
(6-5-8) 
将 上 式 对 《在 [一 1,1] 区 间 内 取 定 积分 , 则 左边 第 一 项 因 有 因子 (1 一 多 ) 而 为 0, 于 是 有 
/7 71/ ; m Dm’ 2 .ee PE BY | 
ιο ο” PrP? ἀξ -- (π1} --πι | το πάς (6-5-9) 


由 此 可 知 , 对 于 πι--πι’,3ς 1-1’ , 则 必 有 
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| Prprdt -- ο (6-5-10) 
一 1 

对 于 1 二 7 ,车 m 关 m , 则 必 有 
"PPP 
二 了 全 区 


αξ --0 (6-5-11) 
至 此 , 正 交 性 得 证 。 
6.5.5 非 正 交 时 的 积分 


先 考虑 | ，[P7(9]?d5.。 对 递 推 公式 (6-4-22) 乘 以 ο 区 间 内 取 定 积 
分 ,再 利用 正 交 关系 式 (6-5-10) ,可 得 


Gy je [Pr (OJ dt = (21-00 |. cpr pr id (6-5-12) 
对 式 (6-4-22) 乘 以 P%1, 则 与 上 面相 同 ,可 得 
ο ος ΙΙ; [Ρηι(ὉΤ}4ξ = «δι -- 1) 人 5PrPz ἀξ (6-5-13) 
把 式 (6-5-13) 中 的 Ι 换 为 7 一 1, 得 
GQ—m | ΠΡ(ΟΤ ας = οἱ --ὐ | σειρταξ (6-5-14) 
比较 式 (6-5-12) 和 式 (6-5-14) ,可 得 下 面 的 递 推 关系 : 
上 so 不 τη τὸ | CPP?d ζ6-5-18) 


由 此 又 有 


1 [85 ας ε΄ 1 
[tenor BPFH rm oper 0 


以 此 类 推 。 注 意 到 P (5 是 5 的 1 次 多 项 式 , PI (如一 常数 ,PTD CD 二 0, 玖 由 式 (6-1-17) 
可 知 ,在 P? 中 ,m1, 故 递 推 的 终点 是 右边 积分 为 | ，(P2)?dg.。 按 式 (6-5-15) 即 有 


1 1 
| [Pen HYat - «πε bee Df prc yat (6-5-17) 


综合 以 上 ,可 得 


ντο τάς 总 到 Ὁς1- Εν » ο1ἱ--3}4--..--13.: ἕδη}. 1γζϑμε!-1} ῇ . 
| , [Pr ‘WT = GIDOm QI m1). (πι ds 1 | , ΠΤ(Φάς 


(1 -- πι) (211 十 1) : . 5 
二 ΓΡ. J ds (6-5-18) 


现在 考虑 积分 | [PxCWDJdt。 在 式 (6-1-17) 中 令 /一 m, 有 


Βέρα EPC) (6-5-19) 
由 于 Ρε (ϱ 最 高 次 项 为 天 外 如 [ 见 式 (6-3-5)], 故 


(231}! πι! (2m)! 


(m) τες 
ο 2 (πιω (πιλ}| 


一 《2 一 1)11 (6-5-20) 


于 是 式 (6-5-19) 成 为 
Ρ»(Ὁ--(1--ξἑ)ξ(θηι--1)1! 
从 而 
8 [Pa (OF de = Γ(2πι--1)117 小 C1 ΕΊΣ 
应 用 积分 公式 (证 明 见 本 章 附 录 ) 


ος να (2/1) 11 
上 κα... ee 
得 
et a DD κ μα ος 
κ (To) d= (πι F1911 θη 


代入 式 (6-5-18) 的 右边 ,得 
zp ({{-πι)1(2πι15-1}) 2 (2m)1 
[6 (η Τάς - (21 - 1)(2πι}104--πι}1 πι 1 


2(1- 11) ! 
(21-Γ1)(1-- πι) | 


这 就 是 式 (6-5-2) 在 ! 王 /时 的 结果 。 


ο 的 模 。 由 上 式 可 知 ， 


2(1-Γ 1) | 
(211) 1-- πι) | 


下 面 考虑 | ΠΡ(ΩΤ 根据 式 (6-4-24) 的 两 种 形式 ,有 


Ρα (lt+m)Pr :一 此 PY 
Er 下 


| Ρ7 | - 


dp, ἰζΡ}ι--({--π)Ρ” 
ἀξ ---1 ποσο 
以 P21 乘 式 (6-5-26) ,以 P7 乘 式 (6-5-27) ,所 得 两 式 相 加 并 积分 ,得 


(6-5-21) 


(6-5-22) 


(6-5-283) 


(6-5-24) 


(6:5-25) 


(6-5-26) 


(6-5-21) 


Gtm | DO 了 PPP 


由 式 (6-1-17) 知 ,对 110, PY”( 直 1) 二 0, 故 上 式 右 边 为 0, 于 是 有 
| ΓΡ) CO γε" ΙΝ [pr C0) 


易于 看 出 ,这 是 一 个 递 推 关系 Έα 点 是 


71 十 1 十 Ma 5 5 
αραβ boy 


故 有 


中 ge = ml απ 
Er 1-5 li—m li—m—1 1 | Chadw] 


(6-5-28) 


πο 
1 -- 
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利用 式 (6-5-21) ,上 式 成 为 


1 τ ος ({-41-π1}λ1Γ(2ηι--1}111’ 六 κ | 
| ΠΡ (ϱ] ιο 一 


再 利用 公式 (6-5-23) , 即 得 
LE 
[Γ ERD μιαροὶ τα ὉΠ 


2({ἠ-ηι)!(2λι--1}! (πι) 
-α--π)ὶ (πι)! ({--ηι)! πηι 
此 即 式 (6-5-1) 在 m= 二 m ”时 的 结果 。 


6.5.4 ιδ f(6) 按 P,(6) 和 PY(6) 的 展开 式 


前 面 式 (6-5-6) 已 表明 , 勒 让 德 方程 属于 斯 特 姆 - 刘 维 尔 型 方程 。 另 一 方面 ,作为 方程 的 
解 ,多 项 式 P (8 又 满足 在 5 一 士 1 处 有 限 这 一 边界 条 件 ,因此 它 是 本 征 函 数 。 由 式 (6-5-6) 
可 以 知道 ,P, (2 的 本 征 值 是 1(1 十 1), 权 函数 是 1。 式 (6-5-5) 实 际 上 已 给 出 了 Ρι(Ό 的 正 
交 归 一 关系 。 

按 斯 特 姆 - 刘 维 尔 型 本 征 值 问 题 的 理论 ,属于 不 同 ! 的 多 项 式 P'(5 的 全 体 构成 完备 的 
本 征 函 数组 {P,(zx)}。 因 此 ,所 有 定义 在 [一 1,1] 上 ,并 且 在 5== 土 1 处 有 限 的 连续 函数 
f(5) 可 以 展开 为 P (5 的 级 数 : 


co 


f= Ὁ) αιβιζο (6-5-29) 
利用 正 交 关系 式 (6-5-5) ,可 得 式 (6-5-29) 中 的 展开 系数 : 
au 一 2， γκΌριὍας (6-5-30) 


连带 的 勒 让 德 多 项 式 Pr (8) 满足 5 一 士 1 处 为 0 的 边界 条 件 ,因此 它 也 是 本 征 函 数 。 
对 于 一 定 的 m, 全 体 属于 不 同 7 的 多 项 式 P7 (5) 构成 完备 的 本 征 函 数组 {P7()}, 其 中 πι 
为 任意 整数 , ! 宇 m。 因 此 ,所 有 定义 在 [一 1,1] 上 ,并 且 在 5 一 士 1 处 为 0 的 连续 函数 γ(Ό 
可 以 展开 为 P? (8) 的 级 数 : 


FO -- > BPRCO (6-5-31) 
=0 


利用 正 交 关系 式 (6-5-2) ,可 得 上 式 中 的 展开 系数 
(21 -- 1) (1 -- πι)! 
21 -- πι) | 


6.5.5 平面 波 用 勒 让 德 多 项 式 展开 


沿 z 轴 传 播 的 平面 波 可 表示 为 e* εκ ΕΚ, 7 为 场 点 到 原点 的 距离 ， 
0 为 和 撩 径 r 与 > 轴 之 间 的 夹 角 。 令 5 一 cos 0, 则 可 记 
εὔνοσδ--- eibt = {(ζ) 
显然 在 ἕ---ει 处 γ(Ό 有 限 , 故 可 将 其 按 Ῥι(Ό 展开 。 
把 上 述 f(8) 代入 展开 公式 (6-5-29) ,有 


δι = 


[fedPr Wat (6-5-32) 


co 


et = SY Pe) (6-5-33) 


1-0 


其 中 
大 三 ΠΝ ερ, (δ)άξζ 
用 罗 巨 格 公式 (6-3-7) 表 示 积 分 中 的 PC9 , 则 有 
-.Ἑξ--α αι τ[.. ἱμοθὂγμο:. 
ον δω. 
分 部 积分 / 次 ,注意 到 m<2 时 ,有 
de 1 < _ 1 Vn 
ET Σ Εε(Θ «ὔ --1) 


它 在 ξ---Ε1 处 为 0CF, (5 是 5 的 宕 函数 ] , 故 可 得 到 


το ο «τ... 
» -- ο | ex (2 — 1de 
1 τι 
- tt C= ΟΝ 5 ρος «ς --1γιας 


将 式 中 的 求 和 与 积分 交换 顺序 ,注意 到 ”为 奇数 的 项 积分 为 0, 则 可 写 出 
ᾱι μας ) εδ | ΕΡΕ 


211 (29)! 
令 ἕ τι 1Η 
1 1 
利用 公式 
: Γ(Λ)Γ(αᾳ) 
ρα κ. gL ce 
[ου (1--")τ!άι ΠΈΣ 
可 知 
ἜΝ τ[ο---)τα--Ὁ 
[ wu (1--υ)!ἀμ 一 1 
0 
ο 
再 利用 
τι ΕΙ. Γ{ο!-φ)- να 
综合 可 得 


“= TD. 5 ο» . ο, 


παρε 


= 2H DI 1Η} (kr) = 27+ Dijkr) 


(C6=5=34) 


(6-5-35) 


(6-5-36) 


(6-5-837) 


(6-5-38) 


(6-5-99) 


其 中 Jy ών) 和 jkr) ρω πο Πω ο. 


章 ) : 
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᾽ τε 3 (—)* ο 2kty 
(9 = 2 EFT (3) 


jk0 = ΝΕ 1η (ζ) 


co 


ee 二 η i (27 1)j (kr)P, cos 0) (6-5-40) 


把 a, 代 入 式 (6-5-33), 即 得 


6.6 5 μι 


6.6.1 Εκ μι ΜΗ ΙΓ 22Η: 


现在 先 回 到 6. 1 节 的 开头 部 分 。 因 为 方程 (6-1-6) 和 方程 (6-1-7) 的 解 分 别 为 
Θ(0)5-ΡΙ” (οο5ϐ), P(g)=et™ 
其 中 πι--:0,1,2, »'' ,7, 故 车 引入 函数 
Yn (0,9)—= Cm Pr (σος 0)e”™ (6-6-1) 
其 中 /==0,1,2，…,m 二 0, 士 1, 士 2,，… Εν Ci 为 常数 , 则 式 (6-1-4) 成 为 
yr,0,9)—=R(r) Ym (0, 9) 
同时 方程 (6-1-6) 和 方程 (6-1-7) 可 合并 为 


σα p36(sin 9 σας, ;θθφ ΣΕ! »]Υ.ώρ-ο μα, 


显然 zw (0. φ) 满足 单 值 (围绕 z ΠῚ) 有 限 ( 对 0 过 9 ) 的 自然 边界 条 件 , 可 见 Y (0. φ) 
是 亥 姆 霍 兹 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 关于 角度 〈g,p) 的 本 征 函 数 ,本 征 值 为 (lL 十 1)。 
令 Ὑω(θιφ) 满足 以 下 归 一 化 条 件 : 


2r π 
| | | Yi COs9) |7 οἷα θάθάφ = 1 (6-6-3) 
0 0 


因为 
[ | | yw (0,9) |?sin θάθάφ = 2π05, bb ΓΡ; CO de 
故 由 式 (6-5-10) 可 得 


ΟΙ τ]λ πι) 1 
Απ Γι) ! 


Cu 一 
于 是 有 


(2112 (1 πι) | 
Απ Γι) | 


Υ.(θ»φ)-- “Pr (cos 0) ο» (6-6-4) 


Y, (g,p) πι 
特别 地 ,对 ἰ--0» πι 只 能 取 gs 因 为 P! 王 PP 三 1, 故 
1 
ν Απ 


Ύπο 《0,0p) 一 (6-6-5) 


利用 正 交 关系 式 (6-5-2) ,并 注意 到 
126 


2π 
| Ed Ξ. 2πϑ,,,' (6-6-6) 
0 
则 可 知 Yw (0, ) 满足 正 交 归 一 关系 : 
2π π 
| | Υ(θ,φ}Υ}, (0,9)sin θἀάθάφ = 0, (6-6-7) 
0 


式 中 κ 号 表示 复数 共 固 。 因 此 ,全 体 Yw (0. φ) (1 二 0,1,2,…, m 二 0, 土 1 ,十 2,… , 士 /) 构 
成 正 交 归 一 的 本 征 函 数组 {Y, (0, φ)} 。 

这 样 ,一 个 在 0ςθςπ, 0 过 p<2x 上 单 值 有 限 的 函数 Ε(0, ) 就 可 以 展开 为 Yw (0,9) 
的 二 重 广 义 Fourier 级 数 : 


oo i 
ΕἴΘ,Φ) = Ὁ) λα, Yi (0;9) (6-6-8) 
l=0 m=—l 


其 中 


2π π 
am 一 | Ε(6, φ)Υ, (0,9)sin θάθάφ (6-6-9) 
0 0 


6.6.2 球 坐 标 系 中 拉 普 拉 斯 方程 和 刻 姆 霍 兹 方程 的 一 般 解 


在 球 坐 标 系 中 , 拉 普 拉 斯 方程 和 亥 姆 霍 效 方程 的 一 般 解 可 写 为 径 向 方程 的 解 与 球 谐 函 
数 乘 积 的 级 数 。 下 面 分 别 介绍 。 
对 拉 普 拉 斯 方程 , 径 向 方程 (6-1-5) 中 & 一 0 ,两 个 线性 无 关 解 为 
[ee -一 (6-6-10) 
于 是 拉 普 拉 斯 方程 的 一 般 解 可 写 为 


co 


{ 
φίε.θ.) = Ὁ) ὃ) (Apr Bur He)Y τῷ, φὴ (6-6-11) 


Au 和 Bu 为 待定 系数 。 Τ᾽ 
ΧΙ Θκ “ΠΊΕ ἀκ }τ Τε, πῃ ΤΕ (6-1-5) Π[ 8 πι 1/1. (||, 8.1 节 ), 故 方程 的 解 为 球 
贝 塞 尔 函 数 jiCkr) 和 Bi (Rr)(L=0,1,2, ...)ο 因此 亥 姆 堆 效 方程 的 一 般 解 为 


0 ο μπα. (6-6-12) 
式 (6-6-11) 和 式 (6-6-12) 中 的 各 待定 系数 可 由 关于 ， 的 边界 条 件 确定 。 
附录 公式 (6-$-23) 的 证 明 
令 z= 二 cos 0, 则 
Γ᾽ (= ἀεγκᾶς =2 | ο Ν (οἷα O) ”Hd 
因为 
|i Cin Oi — eo ϐ (δία θγθ» | }- Bin 全 cos2b (sin 637-146 


π/2 
一 2m | [Csin θ)1 — Csin Ot 1d0 
0 
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| ” (sin θγ'ὰβ-.. πι [καῇ Om1d0 
0 271 十 1 0 


271 «ἆπι--2 μα 
2 十 1 2m—1 


(SO 


(2m) 1! I sin 040 = (2m) 11 


(2m 十 1)1!1Jo (2m 十 1)11 
于 是 
-ερμδάοοι (271) 11 
[5 (1— xz’) i 
式 (6-5-23) 得 证 。 
习 ϐ 


6.1 利用 P 符 号 的 变换 , 求 连带 的 勒 让 德 方 程 在 = 一 1 邻 域 内 的 正则 解 。 
6.2 证 明 罗 巨 格 公式 (6-3-7) 。 
6.3 证 明 以 下 公式 (其 中 0 为 矢 径 > 与 > 轴 间 的 夹 角 ): 


(13 Εκέοος ὃς es 9" ( 1 ) 
n 


! Eg 


ee ον οκ αλα, ανα". μοι οσον -- 


2”πι 1 (πι πι) | ο κά, 
6.4 把 |z| 在 [一 1,1] 上 展开 为 P,(z) 的 级 数 。 
θε 8 把 23 1Έ [--1.1] 上 展开 为 Ρ,(α) 的 级 数 。 


6. 6 计算 积分 I= | G 一 名)[PICD]dt。 


128 


第 7 章 合流 超 儿 何 微分 方程 


合流 超 几 何 微分 方程 在 应 用 中 具有 非常 重要 的 地 位 ,电磁 场 问 题 中 许多 微分 方程 的 解 
都 可 以 通过 合流 超 几 何方 程 的 解 得 出 。 本 节 将 介绍 合流 超 几 何方 程 及 其 解 的 基本 性 质 。 
在 后 面 的 几 节 中 ,将 简要 讨论 一 些 与 之 有 关联 的 方程 , 即 拉 盖 尔 方程 . 厄 米 特 方 程 . 以 及 惠 
泰克 方程 等 。 贝 塞 尔 方程 也 与 合流 超 几 何方 程 有 关 , 但 因 关于 它 的 内 容 较 多 ,在 第 8 章 将 专 
门 加 以 讨论 。 


7.1 合流 超 几 何 微 分 方程 


7.1.1 合流 超 几 何方 程 的 基本 形式 
在 超 几何 微分 方程 
ζα--οπσ-Ε[Σ (2--β}-1}Ὠ4ξ--αβμ--0 


ε(] δε (ΠῚ | De 和 az 一 0 


B | dz β d 
再 令 8-~coe ,得 
2 
z ο. (7 ο» az 一 0 σα) 


以 上 所 作 的 变换 称 为 库 末 (Kummer) 变 换 ,方程 (7-7-1) 称 为 库 末 方程 。 
超 几 何 微分 方程 的 奇 点 是 (0,1,co)。 在 库 末 变换 中 ,这 些 奇 点 也 随 之 变换 ,过 程 如 下 : 
0 es ED a de οὐ) 
可 见 原 方程 的 3 个 奇 点 汇合 为 新 方程 的 两 个 奇 点 ( 实 为 8 和 ce 汇合 为 一 个 ), 故 又 称 方程 
(7-1-1) 为 合流 超 几 何方 程 (Confluent hypergeometric equation)。 
7.1.2 z= 二 0 邻 域 的 正则 解 合流 超 几 何 函 数 


易于 看 出 ，z 一 0 是 库 末 方 程 (7-1-1) 的 正则 奇 点 。 根 据 求 正 则 解 的 方法 可 以 求 得 ,在 
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zx 一 0 邻 域 有 以 下 两 个 正则 解 


ρξο0: μι πΕ(α.γ:5) (7-1-2) 
ρ--]--γ: us=z! "Εία--γ!-]ε2--γες) (7-1-3) 
其 中 
-.ψ ἴα, τς 
F(a;7Y;z) 一 2) ΠΟ (7-1-4) 


称 为 合流 超 几 何 函 数 ,又 称 库 末 函数 。 在 式 (7-1-3) 中 已 假定 7-40,--1.--δ. -.., 
其 实 , 既 然 合 流 超 几何 方程 是 由 超 几何 方程 经 库 未 变换 得 来 的 ,那么 ,前 者 的 解 应 当 可 
由 后 者 的 正则 解 经 同样 变换 得 到 。 超 几 何方 程 在 z==0 邻 域内 指标 po=0 的 正则 解 为 
ο ο ΣΙ (a), β(β-- 1)(β--2):--(β--π-- D,, 


nl(y), 
工 νι sd 
-Σ μμ β) (7) ο το. 


8 β-οο, z 二 BE, 上 式 即 为 


σι ἴα), , 
Ui 一 κ; πρ - Flasysz) 


这 就 是 式 (7-1-2) 。 
超 几何 方程 对 应 于 o=1 一 7 (7Y 关 0, 一 1, 一 2, …) 的 解 为 
us (= ΤΕ(1--γ--α,Ι--7-β:2--Υ: 0 
与 上 面 做 法 相仿 ,可 以 得 到 合流 超 几 何方 程 的 正则 解 式 (7-1-3) ,推导 过 程 不 重复 。 
由 式 (7-1-4) 可 以 看 出 , e* 二 F(1,1,x)。 另 外 还 有 一 些 函 数 也 可 以 表示 为 合流 超 几 何 
函数 ,例如 


Ce Εξ οὸ 
ἓν οἳ 


不 难 证 明 , 库 末 函数 满足 如 下 求 导 公式 : 
Κάι 


SF (e370 — Fat msyt mz) (7-1-5) 

此 外 还 有 紧邻 函数 间 的 递 推 公式 : 
(ΟΥ 1)Ε(Υ--1)--αΕ(α!-1)--(γ--α--1)Ε--0 (7-1-6) 
ΥΕ- ΣΡΒ(7--1)- σΕία--1)--0 (7-1-7) 


这 里 F 二 F(a;7Y;z), F(a 土 1) 寺 F(a 十 1;7;z), Ε(ΥΞ1)ΞΞΕία»γ-11α). 比较 此 二 式 与 超 几 
何 函数 的 公式 (5-1-25) 和 公式 (5-1-26) ,可 知 式 (7-1-6) 与 式 (5-1-25) 相 同 ,但 式 (7-1-7) 与 式 
(5-1-26) 则 有 所 不 同 。 
下 面 给 出 的 第 一 库 末 公式 是 常用 的 : 
F(a;yY;z)=e*F(Y—a;7;—2z) (7-1-8) 


该 式 的 证 明 如 下 。 
首先 写 出 
- ο σι (ς- ϱ) δι (α, , τσι(-)σι (α), μι 
6 πώ. αν ΕΙ πο, μη ΕΙ ων 
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〈 对 应 于 & 一 0) 的 各 个 值 , 故 上 式 可 写 为 
co ἰ 
ανα π.δ (--)» (Ca), 
Αα χιπ 
注意 到 


1 a 11 Το 
πι (ἰ--π)! 1! π! Cn 11 


上 式 即 


ο Ε(αιγ:σ) Σ (55 233 ( δι (αυ, 
ος : πὲ ΞΕ C7 


利用 公式 (5-1-30) , 即 


k 
ως (α), η (7--α)ι 
τ rg 


上 式 成 为 


二 - (Υ--α), ί-- z)! 
Ε“Ε(α:γ1α) Ξ-Ε(γ-- αι: -- 5) 
κ. 之 ΠΡΟ 


证 完 


图 7-1-1 给 出 了 几 个 合流 超 几何 函数 的 图 像 , 曲 线 旁 的 数字 注 明 了 曲线 所 属 的 (ae,7y) 。 


图 7-1-1 合流 超 几何 函数 的 图 像 


7.1.3 “一 co 邻 域 的 常规 解 
z 二 00 是 方程 (7-1-1) 的 非 正 则 奇 点 ,故我 们 尝试 找 常规 解 。 


设 常规 解 为 
ul(z)=e? v(z) (7-1-9) 
其 中 Q 是 > 的 n 十 1 次 函数 。 代 入 方程 (7-1-1) ,可 得 
i 
ασε (2). Γᾶ(2υ--ο (-1-16) 
其 中 
一 1 
δα) ρα) 20 ------1 20’ (7-1-11) 


2(z) 一 q(z) 十 DCz)Q' 二 QQ 


= 一 人 十 (之 一 ije'+Q“ 上 9 (7-1-12) 
之 之 
这 里 Q' 表示 dQ/dz, 上 标注 明了 各 项 的 寡 次 。 
在 常规 解 式 (7-1-9) 中 ,wv(z) 应 具有 正则 解 的 形式 


Ve λα. (7-1-13) 
n=0 


按照 常规 解 的 理论 ,这 要 求 p 的 阶 必须 高 于 8 的 阶 。 由 式 (7-1-11) 和 式 (7-1-12) 可 知 550 
不 满足 此 要 求 。 若 n= 二 0, 则 只 要 5 中 0 次 竹 各 项 之 和 为 0 即 可 , 故 可 令 ΩΩ’ --1)--0, Η 
此 可 得 两 个 解 : 

解 1 Q = 二 0, 于 是 Q= 常 数 。 因 为 此 时 ee== 常 数 , 故 可 取 Q=0, 从 而 式 (7-1-9) 成 为 


Us = Ye 
在 式 (7-1-11) 、 式 (7-1-12) 中 取 Q = 二 0, 代 入 式 (7-1-10), 可 得 
d? d 
ek ο. au 一 0 ζ-1-14} 


把 式 (7-1-13) 代 入 方程 (7-1-14) ,可 得 


一 >) ar(o 一 2 十 ao)ze” 十 Da,lp π)(ρ η 1 | γρ 0 
n=0 


n=0 


此 即 


-- αο(ρἠ-α)α’ -- Ὁ) [as(o 一 2 十 oa 一 ai(o 一 2 十 1)(o 一 2 十 ))]ze 一 0 
| 
比较 同 次 宕 系数 , 则 有 


ϱ-- --ᾱ 
αι(- πα, ι(--α- π]}λ(--α-- π-Ι-γ) 
取 ao 一 1, 有 
-. (απ--1}(α!-η--γ) 
Qn CE 
na《Q 十 nn 一 1)(a 十 n 一 7 (a 十 n 一 2) (a 十 n 一 7 一 1)*…a(a 十 1 一 7) 
στο Wg 
el 
- (α), ος 
nl 

于 是 得 


全 ον ου” (α), . 1 一 Ws 


由 递 推 关系 可 以 看 出 , 当 n>co 时 ,级 数 式 (7-1-15) 的 后 项 与 前 项 之 比 为 |az /a ， 

ze 一 | 三 | , 故 其 对 任何 有 限 的 = 都 不 收敛。 事实 上 ,此 级 数 只 是 方程 的 解 在 zoo 时 
的 渐 近 展开 式 , 故 式 中 用 了 之 号 。 
这 样 就 得 到 了 一 个 渐 近 解 wm ， 

ΠΡΙ; 


82 Q --ι, Ω- στ. ΠΠ ws 二 ev。 
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(71-15) 


(αλ (a 
之 


π | 


(z— ce) (7-1-16) 


在 式 (7-1-11) 和 式 (7-1-12) 中 取 Q ==1, 代 入 式 (7-1-10) ,可 得 
人 (7-1-17) 
dz dz 


作 变 换 z 一 一 z, 则 此 式 成 为 

αντι, dv 
ΕΥ 5} τς 

与 式 (7-1-14) 形 式 相 同 。 因 此 ,在 式 (7-1-14) 的 解 中 把 x 改 为 一 z, a 改 为 7 一 a, 即 得 方程 

(7-1-17) 的 解 。 进 而 可 得 第 二 个 近似 解 : 


= ---5. 二 --ᾱ), 


(7Y—a)v=0 


2 (ϱ--οο) (7-1-18) 


以 上 xs 、xw 即 在 > 一 co 邻 域内 的 常规 解 . πα ον 
经 过 尝试 , 取 适 当 多 的 项 。 


7.2 拉 盖 尔 方 程 与 拉 盖 尔 多 项 式 


7.2.1 拉 盖 和 尔 方 程 拉 盖 尔 多 项 式 
拉 盖 尔 (Laguerre) 方 程 的 标准 形式 为 
下 d 
απο τα tp n= (7-2-1) 

在 用 矢量 场 法 分 析 抛 物 型 渐变 光纤 中 的 电磁 场 时 ,可 以 遇 到 这 个 方程 (参见 Μ. 1]. Αάαπις, 
《An Introduction to Optical Waveguides), John Wiley & Sons, New York, 1981, Chap. 
οι 1. ds 

在 合流 超 几 何方 程 (7-1-1) 中 令 7 二 1 十 pg， a 二 一 n, 即 可 得 到 方程 (7-2-1) , 故 当 2 一 0，,]， 
2,…, 而 p 不 是 负 整数 时 ,方程 (7-2-1) 在 = 一 0 邻 域内 有 一 个 正则 解 FC 一 nn;4 十 1;z)。 这 


是 一 个 n 次 的 多 项 式 ,因为 
(σπ)κη(--π)(-π 1) (-π-π--1)--(--)π! 


而 


〈 一 0) 一 (一 02)( 一 2 十 1)…( 一 2 十 2 一 1)( 一 2 十 2 一 0 
ΓΝ μβῖ τι 次 拉 盖 尔 多 项 式 定义 为 


Γ(-1-Π-π) 
nl Γ(μ-1) 


通常 人 们 把 它 作为 方程 (7-2-1) 在 z=0 邻 域内 的 正则 解 。 当 y=0 时 ,因为 (1 十 z) 一 71， 
(1) 二 1, 故 式 (7-2-2) 成 为 拉 盖 尔 多 项 式 : 
L.(z)=F(—n;1;z) (7-2-3) 
Τά (3) 和 L,(z) 都 是 η 次 多 项 式 ,因此 都 及 个 零点 。 此 外 ,对 所 有 的 n, 有 1. (0)5-1. 
图 7-2-1 和 图 7-2-2 分 别 给 出 了 几 个 L(x) 和 L(x) 的 函数 曲线 ,图 7-2-2 中 的 括号 表示 各 曲 
线 对 应 的 σι,μ) 值 。 
下 面 给 出 几 个 与 导数 有 关 的 公式 。 设 πι 为 正 整 数 。 按 式 (7-2-3) 有 
Ltm(z)=F(—n—m;1;z) (7-2-4) 
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ASz 


Ε(-πιμΓ1: 2) (7-2-2) 


图 7-2-1 L,(z) 的 函数 曲线 


利用 导数 公式 (7-1-5) ,注意 到 


(-π--πι),-(--}" «ΕΠ 
71} 

以 及 (1), πε}. ΧΕΙ ΕΠΗ ΓΙ. 1: 

Γ (4) --(-)” Ln (2) 

a 
类 似 地 还 可 证 明 : 
: k m 
ο Ca (km) 

证 明 留 做 习题 。 


另外 ,ICz) 还 可 以 写成 


ex +*d* (ο et) 


LA 二 da 
证 明 如 下 。 
根据 莱 布 尼 效 微分 公式 
( χο) ΚΞ. Ο (4) ..(π--Ε} 
Uv 2) ι ο 
有 
ο. = 2) (εμείς (μεθ 
k=0 
Ee Ξ ; nl (μ--π)! με 
人 
有 (一 eof 
ο. ΠΟΘΕΙ͂Σ 
于 是 
ER μωρο ο βαν 
στ λα ο Σπ ΟΠΟΥ 
另 一 方面 
σπα Σ (--ηλια 
ΜΗ μμ 
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(7-2-5} 


(7-2-6) 


(1-2-1) 


(7-2-8) 


(5-9) 


(7-2-10)} 


(περ 


利用 


(ww 十 &) 1! 
Γζμ- 1) 


{δαν (Γη 


nl 
(3--ἑ}λ1᾽ 
上 式 成 为 


(—)*z* 


ατο σσ Ισ Ek)! κκ. 


Εζ-πιμ-Ε 11) = π!Γίμ-ἠ-1) 2) 
k=0 


于 是 等 式 (7-2-11) 的 右边 成 为 襄 千 于 各 PC 一 a; 十 13z)。 根 据 式 (7-2-2) ,此 即 14(z)，。 


式 (7-2-8) 得 证 。 

7.2.2 Lt(z) 的 生成 函数 

L(z) 的 生成 函数 是 e- 襄 (1 一 力 -! ,其 中 |z| 二 1。 也 就 是 说 , 12 (9) 满足 下 面 关系 : 
ο... Ξ Le (Cz) (7-2-13) 


证 明 如 下 。 
先 将 式 (7-2-13) 的 左边 表示 为 在 |t| 二 1 内 的 泰勒 级 数 : 


e (l= Da,(z)r 


然后 只 要 证 明 a,(z) 二 Lt(z) 即 可 。 
由 式 (2-3-22) 可 知 


UN ο ποτ ες ἂν 
ἄν σαν ὅπ, ΕΕ δα] πμ. 
其 中 C 为 以 8=0 为 圆心 的 单位 圆 。 
为 求 出 上 面 的 积分 , 作 变 量 替换 ; 
πο μας 
αντ, 
它 把 ζ--ο 变换 为 ;二 z, 从 而 C 变 为 在 的 复 平面 上 环绕 ;一 z 的 闭 曲线 C'。 于 是 可 得 


US ES 
αι (5) Die | 本 三 ds 
由 式 (2-3-18) 知 ,上 式 可 以 写 为 
ez * |: 3] eo rd" (ος 3) 
nl ds” Ss “Πρ dz” 


根据 式 (7-2-8) 即 有 a,(z) 二 Lt(z)。 证 完 。 
7.2.3 1π(α) 的 递 推 关 系 


对 式 (7-2-13) 两 边 求 1 的 导数 ,然后 乘 以 (1 一 2?)? ,再 用 式 (7-2-13) 将 左边 展开 。 比 较 两 
边 1 的 同 次 项 系数 ,可 得 
(η Γ 1} νι Cz—p—2n— DL (p+n) Li=0 (1) (7-2-14) 
若 对 式 (7-2-13) 两 边 求 z 的 导数 , 乘 以 (1 一 z) ,再 用 式 (7-2-13) 展 开 左 边 , 比 较 同 次 项 
系数 , 则 又 得 


αι (5) 


1835 


αἴ dla 
dz dz 


由 式 (7-2-14) 和 式 (7-2-15) 中 消去 Lt_1 ,得 到 


ἀῑλει dL 
Ci do a ος οσα 


十 LA 1 一 0 (11) (1-2-15) 


(2 十 1)ILH 十 (CA 二 22 十 2 一 zz 一 0 (10) 
(7-2-16) 


在 式 (7-2-15) 中 把 nn 改 为 nn 十 1, 然 后 利用 式 (7-2-16) 和 式 (7-2-14) 消 去 οκ ΤΙ Τόνια 


又 得 到 
z 一 一 二 (7 之 1) (7-2-17) 
另外 ,在 式 (7-2-13) 中 把 μ 换 为 4 十 1, 乘 以 1 一 t, 然 后 把 左边 用 式 (7-2-13) 展 开 。 比 较 
同 次 项 系数 ,可 得 
Lz)= Lt (z)— ΙΡ) (7-2-18) 
式 (7-2-14) 一 式 (7-2-18) 都 是 递 推 关系 。 


7.2.4 正 交 关系 
首先 证 明 一 个 积分 公式 : 
| Ον ο ο ο ο ον (72-19) 
9 ῃ 


其 中 Re 4 二 一 1, 以 保证 积分 收敛 。 
证 ”由 式 (7-2-13) 有 


Sy Wa με δν ο ο, 
n=0 m=0 ns 


t 
ο ασ τρ 


(1--τ) τὰ 1 --«)" 1 


(εκτ |εἰ- 


取 ες 550, ΕΞΚΠΠ 21513; x 并 对 z 积分 ,有 


ως ον. 
Ze UD) 


dz (7-2-20) 


nem 人 A ν νε ΤΠ 
ο. ο ο = | 


ee 2 : 
记 6 一 50 一 55** 则 式 (7-2-20) 右 边 成 为 


ee - οὐκ 上 ε-ζιαζ 
式 中 积分 等 于 T(4 十 1) , 见 式 (2-6-2) 。 于 是 ,利用 二 项 式 定理 ,上 式 可 写 为 
Ι -- Τ(λ-- 12; ο ων 2 σε, ι(---ὐ! 
再 记 1 Γετπ, j 十 二 m, 并 注意 到 δω fs; 则 上 式 成 为 
Ι--Τ(λ--1) 2) νο”; 


以 此 替换 式 (7-2-20) 的 右边 ,比较 两 边 ws" 项 的 系数 , 即 得 公式 (7-2-19) 。 
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证 完 。 

现在 可 以 导出 广义 拉 盖 尔 多 项 式 的 正 交 关系 。 

在 式 (7-2-19) 中 令 1 三 人 一 v。 因 为 Ci 一 和 ,故此 时 式 (7-2-19) 右 边 的 求 和 中 仅 
& 一 7 一 70 的 一 项 不 为 0, 于 是 有 


[ we “Lh(z)Lh (zdz = Γ(μ--1)Ο"δ. 
0 


ο. (72-21) 
式 (7-2-21) 即 广义 拉 盖 尔 多 项 式 的 正 交 关系 。 
广义 的 高 斯 - 拉 盖 尔 函 数 定义 如 下 : 


1 :α μµ 
Φα(α)--, Ten te σα) (1-5 αϑὶ 


由 式 (7-2-21) 可 知 , (9) 满足 以 下 正 交 归 一 关系 : 
人 εδ Co de = (7-2-23) 


在 求解 渐变 光纤 中 模式 场 的 伽 勒 金 (Galerkin) 方 法 中 ,函数 六 (z) 有 重要 的 应 用 (参见 ( 光 
波导 理论 》, 吴 重庆 编 ,清华 大 学 出 版 社 ,2000, 第 5 章 )。 注 意 ,由 于 有 因子 z*?, φ’(α) 一 般 
是 多 值 函 数 , 支 点 为 z 二 0。 一 般 规定 一 r<arg z 二 x。 图 7-2-3 给 出 了 几 个 φ’(α) 的 函数 曲 
线 , 曲 线 旁 的 数字 表示 参数 (n,y)。 


图 7-2-3 此 (xz) 的 函数 曲线 
需要 指出 的 是 ， Lt (z) 的 定义 式 (7-2-2) 与 4 数学 手册 》( 人 民 教 育 出 版 社 ,1979) 中 的 定 
义 相 同 。 但 也 有 些 书籍 是 将 n!1 Li(z) 定义 为 广义 拉 盖 尔 多 项 式 。 在 该 定义 之 下 , 递 推 关 系 
和 正 交 关系 都 与 本 教材 不 同 ,应 用 中 需 注意 识别 。 


7.3 厄 米 特 方程 与 厄 米 特 多 项 式 
7.3.1 厄 米 特 方程 


在 合流 超 几何 方程 (7-1-1) 中 , 令 γ 了 ya 5 ， 之 二 忆 ,就 给 出 厄 米 特 (Hermite) 方 程 : 


137 


αι dz τν 
1. 2ξ et πι 0 (7-3-1) 
由 式 (7-1-2) 和 式 (7-1-3) 可 知 ,方程 (7-3-1) 在 《二 0 邻 域 的 正则 解 为 
αι(ο-Ε(--5»ΣΕ}» “.(Ὅ -ζΕ( τ Σ»Ε) (3-2) 


因为 当 a 为 负 整数 时 F(a;7;z) 为 多 项 式 ( 见 7. 2 节 中 对 拉 盖 尔 方程 的 讨论 ), 故 当 τι 
为 偶数 时 , ui (5 成 为 “的 ?次 多 项 式 ，w (5 仍 为 无 穷 级 数 ;而 当 ?为 奇数 时 ，w (5 成 
为 8 的 n 次 多 项 式 , αι(Ὅ 则 为 无 穷 级 数 。 


7.3.2 厄 米 特 多 项 式 Η,(ὅ) 
定义 nn 次 厄 米 特 多 项 式 为 


(--»” περί -- »8 (n=2m=0,2,4,.…) 
ml 2 
Ἠ.(Ό-- (7-3-4) 
m (2m 1)! 3 


-. ml! 2 | (2 一 2 十 1 一 1,3,5，…) 


显然 , H,(9) 也 是 方程 (7-3-1) 在 ξ--0 邻 域 的 正则 解 ,因为 它 与 wi、ws 只 差 一 常数 因子 。 易 
于 看 出 ，H,(%) 的 奇偶 性 与 2 相同。 注意 到 F(a;7Y;0) 二 1, 可 知 


Hon (0)=(—)" τρ, Heri (0)=0 (7-3-5) 


由 式 (7-3-4) 可 以 写 出 H, (529) 的 多 项 式 表 达 式 ， 
例如 : 


Ηο(δ)Ξ-1 

Hi (9 一 25 
Η,(Ό--αζ--2 
Η:.(Ὁ--8ζ--12ξ 


图 7-3-1 给 出 了 几 个 Η,(α) 的 函数 曲线 。 


图 7-3-1 H,(z) 的 函数 曲线 Η,(Ὁ 还 可 表示 为 
HD = ee (7-3-6) 
证 明 如 下 。 
记 y=e  , 则 由 数学 归纳 法 可 知 式 (7-3-7) 成 立 : 
fH 一 一 280+D 2 Ι)φ» (7=3-7) 
设 
4 一 (一 )"e- Η, (5) (7-3-8) 
对 此 式 两 边 求 导 , 则 有 


Unt+D 一 (--2ε αμ) ν. 
y+» 一 (= 委 是 +4e 十 如 一 2)oe" 


将 以 上 代入 式 (7-3-7) ,可 知 Η,(Ὁ 恰好 满足 式 (7-3-1) , 即 
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α Η, 
ας. 25 HE +2nH, 一 0 


故 式 (7-3-8) 成 立 。 以 ef 同 乘 式 (7-3-8) 的 两 边 ,就 得 到 式 (7-3-6) 。 证 完 。 
由 式 (7-3-6) 或 式 (7-3-4) 可 知 ，H, (2) 的 最 高 次 项 系数 为 2"。 


7.5.3. Η, (6) 的 生成 函数 与 递 推 关系 


将 函数 
7“ Ὁ =e ter ee) C7-3-9) 
在 t= 二 0 附近 作 泰 勒 展开 : 
1, Ὁ = σας ος (7-3-10) 
6» z 一 上 一 少 则 按 式 (7-3-9) 有 
中 了 αμ ᾳ (4 2 
ρω πο (ᾱς- 过 
x 2ο fe -Ἡ,(Ὁ 
上 面 最 后 一 步 利 用 了 式 (7-3-6)。 代 入 式 (7-3-10) , 即 得 
J ψι Η.(Ό, : 
人 tte = Σ Ξ ἐ7-5-11) 


该 式 左边 被 称 为 H, (8) 的 生成 函数 。 
由 式 (7-3-11) 可 以 得 到 Η, (9) 的 递 推 关系 。 对 式 (7-3-11) 两 边 求 : 的 一 阶 导数 ,比较 ι 
的 同 次 项 系数 ,可 得 


H, 一 25H, 十 22H，, 一 0 (7-3-12) 
若 对 式 (7-3-11) 两 边 求 5 的 一 阶 导 数 ,比较 的 同 次 项 系数 , 则 得 
Η, --2ΛΗ, (7-3-13) 


这 里 Η΄, 代表 H, (6) 的 一 阶 导 数 。 
7.3.4. Ἡ, (6) 的 正 交 关系 
利用 式 (7-3-6) ,有 
| ema 人 六 Ἠ.(ο vat 


有 


(ΝΣ, 
ἀξ 


ἀξ' 


| 


ἀξ 


(7-3-14) 
上 式 等 号 右边 第 一 项 是 e。“ 与 一 个 多 项 式 的 乘积 , 故 把 上 限 和 下 限 代入 都 得 0。 同 理 ,对 第 
二 项 继续 作 分 部 积分 ”一 1 次 ,将 会 得 到 


τ Ομ ο 


βίο |" ΘΟ. .ϱ ών 
i e* Hi(Wdt = es a (7-3-15) 
因为 Η,(Ὁ 是 n 次 多 项 式 ,最 高 次 项 为 2"C", 故 它 的 n 阶 导数 是 2"n1。 于 是 有 
|- ε΄ HC dt 一 2.1 εἲ αν = μα (7-3-16) 
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再 考虑 积分 | οὐ οσα ο ο οὐ 


用 式 (7-3-6) , 则 有 
d” (ες ) 


| va A 
与 式 (7-3-15) 同 理 , 对 右边 分 部 积分 n 次 , 即 有 

[5 er Hi (CE Ode Omn! | dr (et ye 

σος n m 5 μα ας” 
"ν.μ ος 
人 

综合 式 (7-3-16) 和 式 (7-3-17) ,有 
iy ΕΗ, OH, Ode = 23η] ὃν», (7:34:18) 


此 即 Η,(Ὁ 的 正 交 关系 。 
光子 晶体 光纤 是 近年 来 光纤 理论 的 一 个 研究 热点 。 在 对 光子 晶体 光纤 的 研究 中 会 用 
到 高 斯 - 厄 米 特 函 数 : 


φ,(Ὁ-- 5"! Ym) te-¥ Ἡ, (Ὁ (7-3-19) 
由 式 (7-3-18) 可 知 , 该 函数 满足 下 面 的 正 交 归 一 关系 : 
[OD d=, (7-3-20) 


熟悉 量子 力学 的 读者 会 认 出 , 也 是 谐振 子 的 基本 波 函 数 。 图 7-3-2 绘 出 了 几 个 Φ.(α) 的 
函数 曲线 。 


图 7-3-2 多 (z) 的 函数 曲线 


7.4 ΞΑΆ 73 


7.4.1 惠 泰 死 方程 与 合流 超 几何 方程 的 关系 


惠 泰克 (Whittaker) 方 程 也 属于 合流 超 几 何方 程 , 它 可 由 后 者 变形 而 得 到 。 
在 式 (7-1-1) 中 , 令 
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μα) ξε ὃς Ἠδτω(ς) (7-4-1) 


则 可 得 w(z) 满足 的 方程 : 


άνω δι αγ ο ὍΤΙ 
| 了 十 ( 方 一 0) 二 十 六 (1 5) ]ω-0 


再 取 


= ; εδ ας] τσι (7-4-2) 


则 方程 成 为 
να, μόνος ]ω--0 《3 
此 即 惠 泰克 方程 。 不 难看 出 ,方程 (7-4-3) 的 奇 点 仍 是 0 和 ce。 此 外 ,由 于 πι 的 正 负 对 解 无 
影响 , 故 可 取 1130. 

既然 囊 泰 克 方 程 是 由 合流 超 几 何方 程 变换 而 来 的 ,那么 它 的 解 也 可 以 由 合流 超 几 何方 
程 的 解 经 同样 的 变换 得 到 。 下 面 分 别 讨论 。 


7.4.2 在 z=0 邻 域内 的 正则 解 ” 惠 泰克 M 函数 


在 1 一 7 为 非 整 数 时 ,合流 超 几 何方 程 在 z==0 邻 域内 的 两 个 正则 解 为 
Wi=F(a;y;z), w=z! Ἑία- ΥΓ112-- 12) 
对 此 应 用 变换 式 (7-4-1) 和 式 (7-4-2) ,可 得 方程 (7-4-3) 在 2m 不 是 整数 (包括 0) 时 的 两 个 线 
性 无 关 解 : 


wi = Με, (2)=e ttm (B+m—ksl+2miz) (7-4-4) 


μου. zepF( 误 一 mm 一 和 51 一 2miz】 (7-4-5) 


其 中 Mi,4m(z) 称 为 惠 泰 克 Μ 函数 。 可 以 看 出 , 若 

2ηι5»--1, | z==0 处 Μι, (z) ο 21, ΠΕ 

z 二 0 处 Mi _。(z) 一 ce。 若 将 入 与 一 m 互 换 , 则 

wi 和 του 互 换 。 πα Με (4) 的 函数 图 像 如 图 

7-4-1 所 示 ,曲线 旁 的 数字 标记 的 是 (&,m)。 

有 一 种 情况 需要 另行 讨论 ,这 就 是 

αἱ 为 大 于 0 的 整数 或 半 整 数 ) 

(7-46) 


k=m— 


的 情况 。 
当 2πι-- 正 整数 ; 时 ,因为 
(1—2m),=(1—s),=(1—s)(1—s+1) 
l= 1 =0 


使 F( 计 一 m 一 后 1 一 2miz 无 意义 ,故此 时 Mt_。(z) 不 存在 。 但 若 


图 7-4-1 Με, (Zz) 的 函数 图 像 
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es 
| 2 (7 为 正 整数 ) 07: 全 的 
/<2m—1=s—1 


ο ο ο 中 的 求 和 指标 5 在 增 大 到 之 前 将 先 达到 二 /十 1, 从 而 


(5 m—k) -(-Ὀ(--0»Γ-6--Ω-1-11-0 


这 样 Ε(Σ -Ῥ.--Εε1--2ηιεαὶ 就 成 为 ! 次 多 项 式 。 显 然 ,在 这 种 情况 下 Μι ,(α) 和 Με, (5) 


线性 独立 。 容 易 看 出 条 件 (7-4-7) 就 是 式 (7-4-6)。 
综 上 可 知 ,在 2m 一 0 和 正 整数 ,同时 一 (去 一 mw 一 k) 不 是 小 于 2m 一 1 的 正 整数 时 ， ων 
应 另行 求 出 。 用 夫 罗 比 尼斯 法 可 以 求 得 ,此 时 


二 τ 
το. (5)ΞΞΜ, (9) ΠΡ ὑμμωι ο 


φ(1 ἠ- 27: 1-7) -- yl 十 四 |> 十 


ο ο ορ) - ο... (7-4-8) 


Γ(Σ πι ε) 名 ld am 


其 中 去 一 mw 一 k 隆 0 和 负 整数 。 对 w 一 0, 去掉 括号 中 的 第 二 项 。 


值得 注意 的 是 ,对 m 二 0,1,2,… ,由 于 z=0 时 ， 
Μι, (z)1n Stm]rn στα” 2 Vzln Vz —>0 


故 由 式 (7-4-8) 可 以 看 出 ,车 m 宇 1, 则 ws(0) 因 z?1"z-” 二 zx-" 而 趋 于 co; 而 若 m= 二 0, 则 有 
»(Ο)--0, 


7.4.3 z= 二 co 邻 域内 的 常规 解 


zx 一 co 为 式 (7-4-3) 的 非 正则 奇 点 。 对 合流 超 几 何方 程 的 常规 解 式 (7-1-15) 作 变换 

式 (7-4-1) 和 式 (7-4-2) ,有 

1 1 
ο (二 十 m 一 k)】 (二 一 m 一 k 
ws(z) = ο /zu = μμ} 5 αμα 
至 于 wi ,注意 到 惠 泰 克 方 程 (7-4-3) 在 > 一 >，&-~>~ 一 & 变换 下 保持 不 变 , 故 可 知 对 ω. 
作 同 样 的 变换 也 是 方程 (7-4-3) 的 解 。 由 此 得 
1 


ς΄.» es (5 πια). [πε] 
n=0 


nlz’” 
以 上 两 式 中 各 有 因子 e*% , 故 知 ws 和 ws 线性 无 关 。 车 对 wu [ 即 式 (7-1-18)J 作 变换 式 (7-4-1) 
和 式 (7-4-2) , 亦 可 得 式 (7-4-10) (但 可 差 一 符号 )。 
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(7-4-9) 


(7-4-10) 


7.4.4 νε W 函数 
前 面 给 出 的 Μι (9) 是 在 z= 二 0 附近 的 正则 解 , 不 能 讨论 |z| 较 大 时 解 的 渐 近 性 质 。 


为 解决 此 问题 , 惠 泰克 引入 了 两 个 彼此 线性 无 关 的 函数 , 即 Wn(z), 它 们 对 |z| 较 小 和 


|z| 较 大 两 种 情况 都 适用 。Wi,(z) 定义 为 
人 一 去 十 mm 
αἱ (Τ-4-11) 


rs 
ξ ο 一 上 σετ πα 2 
人 5 |- ς--ᾱ 1:1) 
1 . Im { 
其 中 ΕΓγχτππέο,-1,-3,»'», Ε΄ ς 如 图 
7-4-2 所 示 ，| arg σ|-π, |ατρ(--1)|Ξπ. ς 
在 式 (7-4-11) 中 令 z> 一 z, &-> 一 k, 即 给 出 Ri 
CR 
1 
ο Γχ-”.-κ) 图 7-4-2 积分 路 径 C 
οι) = : 
(-- 5) 2πι 
一 全 去 十 mm 
- ) dt (7-4-12) 


| EY (1 = 
4 
C 


这 里 (-ἑἠ-φ-]πεο,--1,--2,».., |ατβί(--χ)|-«-π. 
可 以 证 明 ,在 χ-»οο ΠΗ, γι) 的 渐 近 式 就 是 rw 和 wi, 详 见 《 特 殊 函 数 概论 )( 王 竹 


溪 等 著 ,北京 大 学 出 版 社 ,2000, 第 299 页 ) 。 
7.5 渐变 折射 率 光 纤 中 的 患 泰克 方程 


7.5.1 纤 必 内 的 场 方程 
光纤 的 大 致 结构 如 图 7-5-1 所 示 。s 和 ee 分 别 为 纤 芯 和 包 层 介质 的 介 电 常 数 ,它们 一 般 
8 


为 半径 ρ 的 函数 。 介 质 的 折射 率 n Πε 的 关系 是 n= 二 e/s。。 图 7-5-2 示意 地 给 出 了 渐变 折 
射 率 光纤 的 一 种 常见 的 折射 率 分 布 。 


n(p) 
: ο a p 
图 7-5-2 光纤 的 折射 率 分 布 


图 7-5-1 光纤 结构 示意 图 


对 角 频 率 为 w 的 简 谐 光波 , 取 时 间 因 子 为 e“, 则 由 麦克 斯 韦 方 程 组 可 写 出 : 
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0 


| 


[vt plEtv (YE ΞΕ) 
(7-5-1) 
[Vs 十 民 2722 2Η ΕΕ Χ(ΦΧΗ)--ο 
其 中 EE 和 HH 分 别 为 电场 强度 和 磁场 强度 ,二 w/c,c 为 真空 中 的 光速 。 
本 节 只 考虑 纤 芯 内 ( 即 o<a 处 ) 的 场 方 程 。 假 定 e 或 n 随 。 的 变化 很 弱 : ν ε/ε««1,ΠΙ 
方程 组 (7-5-1) 可 简化 为 


[ν: ἠ-β7 «η΄ --0 7-5-2) 
ν π΄ (DO a - (7-8 
在 柱 坐标 系 (o,P,z) 中 ,单位 矢 e. 为 常 矢 , 故 对 场 的 z 分 量 , 有 
Ε 
[ν» + kn? (ϱ) ] 的 一 0 (7-5-3) 
由 此 知 下 -和 五 -只 能 相差 一 个 常数 因子 , 故 只 需求 出 其 中 任何 一 个 ,例如 E.。 求 得 E. 和 


末 - 后 ,再 根据 了 X 瑟 一 一 3， ο ο”. 


瑟 ", 这 是 波导 理论 中 熟知 的 方法 。 本 节 只 介绍 方程 (7-5-3) 的 求解 。 
假定 电磁 波 沿 正 = 方向 传播 , 则 可 设 


E.(p,9,z3t) =R(p etn (7 一 0,1,2，…) (7-5-4) 
代 和 人 式 (7-5-3) ,可 知 Κίο) 满足 
“ρε ε[έκῳ-β-5Ε]κ-ο (7-5-5) 
假定 纤 芯 内 πι(ρ) 按 下 式 变化 : 
--- 
"(p= {1 ος) (7-5-6) 
引入 折射 率 差 : 
Δ--(πι πι) /πι (7-5-7) 
并 假定 A<1, 则 有 
ni=n? (1--Δ)}πεγξ(]--2Δ) (7-5-8) 
于 是 式 (7-5-6) 可 写 为 
2 2 ρ’ 
πὲ (0) an (1-24 5 (7-5-9) 
由 此 , 式 (7-5-5) 可 近似 写 为 
+ 时 +e 2Δ61) β π]π-ο (7-5-10) 
引入 记号 : 
Vi=ka’ (ni—n?)=kan2A (7-5-11) 
αἱ =a’ (kn?—p) (7-5-12) 
则 式 (7-5-10) 成 为 
4 区 + 二 至 +[ 拟 (2 στο) τ ]π-ο (7-5-13) 


ν 称 为 归 一 化 频率 , 它 是 光纤 分 析 中 的 一 个 常用 名 词 。 
144 


7.5.2 化 为 惠 泰 死 方程 
为 求解 方程 (7-5-13) ,可 通过 适当 变换 将 其 化 为 惠 泰 克 方 程 。 设 


Κ(ϱ)--Φ(ρ)//ρ (7-5-14) 
则 方程 (7-5-13) 成 为 
αξ τὰ να 2 1 1 
ΤΣ [515 ιτ] (me 全 ) 序 | 0 (7-5-15) 
αι 
άν. ΕΣ .. 
αρ, hw/V (7-5-16) 
则 式 (7-5-15) 可 写 为 
2 
αν [κα 多 ) (me 1)u]s-0 他 
再 令 
w=hE, φΦ--α-'φ(αχ) (7-5-18) 


则 方程 (7-5-17) 成 为 


开户 /4 i 
αι [ΞΞ 人 - ] 
将 此 式 与 式 (7-4-3) 相 比较 ,可 见 这 里 的 相当 于 式 (7-4-3) 中 的 &, 而 这 里 的 mr 则 相当 于 
式 (7-4-3) 中 的 2 , 故 该 式 属 于 惠 泰 克 方 程 。 


7.5.3 方程 (7-5-13) 的 解 


方程 (7-5-13) 属 于 区 域 0 二 op 过 a, 而 在 变形 为 方程 (7-5-19) 的 过 程 中 作 过 两 次 坐标 变 
换 , 即 5 二 Vp/ua 和 z= 二 hs ,因此 应 取 方 程 (7-5-19) 在 α--ο 邻 域 内 收敛 的 正则 解 。 根 据 方 
程 (7-5-19) 与 方程 (7-4-3) 的 对 应 关系 ,可 知 此 解 就 是 式 (7-4-4) 在 改 为 h/4, m 改 为 m/2 
时 的 结果 : 


4 一 0 (7-5-19) 


φ(ία) = Mn, nls (XT) τε Fz 和 (天 一 全 ;1 二 miz) (7-5-20) 
其 中 m= 二 0,1,2, …。 另 一 解 在 «Ξ-0 处 发 散 ( 当 m 宇 1 时 ) , 故 不 取 。 
这 样 ,由 式 (7-5-14) 、 式 (7-5-16) 及 式 (7-5-18) 可 得 
1/ 
ee Lk (7-5-21) 


Vuat/V να Να 
又 由 式 (7-5-16) 以 及 式 (7-5-17) 和 式 (7-5-18) 得 x 二 Vp?/a?。 引 入 常数 ;二 a/VV, 则 z= 二 p21s?。 
代入 式 (7-5-21) ,得 到 


Ἀίρ) ον ( 了 一 村 


ρ 
1 πει ο (7-5-22) 


显然 ， R(0)=0。 
将 式 (7-5-22) 代 入 式 (7-5-4)， 就 得 到 了 纤 芯 内 的 Ε.. 
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τ. 1 
1. 2 


Vag 


证 明 式 (7-2-7) 。 
证 明 : 


CL) ε-΄ Hdt = Η,-ι (0) --ᾱ-- H(zx); 


[7 .. 1 . [ 
(2) [ Η, (αλά: -- ση DL He (4) H, (0)]; 
ων ασ (ἀπ}λ! κ 2 η 
(5) Ἡ e ἩΠ,, (αελάί = ον ος --1) η 


(4) 人 εαν σάς ο. (ο -.-Ίγ», 
证 明 : 


CD FLL nmtpt De "Le "(x); 


(2) 2) C+ Hz C(x) Hz a Cy)=(—)"n! Lr’ ty); 


k=0 


(3) 上 ET 下 TO 


7.4 求 A Msn (4). 
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5 8π 贝 塞 尔 方程 与 贝 塞 尔 函 数 


本 章 不 仅 讨 论 贝 塞 尔 方程 的 解 ,也 将 讨论 球 贝 塞 尔 方程 和 变型 (或 虚 宗 量 ) 贝 塞 尔 方程 
的 解 。 


8.1 贝 塞 尔 方程 概述 


8.1.1 贝 塞 尔 方程 


贝 塞 尔 (Bessel) 方 程 的 基本 形式 为 
dz , 1dx 
drt Ca 

其 中 "为 常数 , 称 为 方程 及 其 解 的 阶 ,可 为 任意 实数 或 复数 。 
在 分 析 光 纤 中 的 电磁 场 时 ,要 在 柱 坐标 系 中 对 净 姆 霍 效 方程 分 离 变 量 。 当 折射 率 为 常 
数 时 ,可 得 径 向 方程 : 


νὲ 


ΤΗ σε) ο (8-1-1) 


κ dR 2 m2 
αρ ΠΞ -ρ 大 )R=0 
其 中 为 与 半径 p 无 关 的 常数 ,m= 二 0, 土 1, 土 2,…。 令 p= 二 5/p, 则 方程 成 为 m 阶 的 贝 塞 尔 方 


程 [R==R(D]: 


8.1.2 球 贝 塞 尔 方程 
在 6. 1 节 中 ,我 们 在 球 坐 标 系 中 对 亥 姆 霍 北方 程 分 离 变量 , 曾 得 径 向 方程 (6-1-5) ， 
全 (Cr 于) 十 [ 尼 产 一 XI 二 DJR 一 0 


其 中 /是 分 离 变量 时 引入 的 参数 。 现 令 + 二 5/k, 则 方程 成 为 
dzR 2 dR Ι(1-Γ1) 
ας ται Ἔ 


|R=0 (8-1-2) 


此 即 1 阶 的 球 贝 塞 尔 方程 。 
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在 半 奇数 阶 [ 即 ο οι πο ο ο 


可 得 到 方程 (8-1-2) 。 
8.1.3 与 合流 超 儿 何 微分 方程 和 惠 泰 死 方程 的 联系 


对 合流 超 几 何 微分 方程 (7-1-1) 作 如 下 变换 : 
2= 2 με-ζθεΐφίὉ 
则 可 导出 关于 $$ 的 方程 : 
dg ，7 一 2xdg | +[1+ 
ας ἕ ἀξ ξ 


ν(νη-]--γ) 
- 有 


一 0 
令 其 中 
7 一 2a 一 2 十 1 
则 式 (8-1-4) 成 为 vy 阶 的 贝 塞 尔 方程 (8-1-1) 。 
又 若 令 
7 一 2a 一 2 十 2 
则 式 (8-1-4) 成 为 vz 阶 的 球 贝 塞 尔 方程 (8-1-2)。 
贝 塞 尔 方程 (8-1-1) 亦 可 由 惠 泰 克 方 程 变形 得 到 。 在 惠 泰 克 方 程 
ο ο λα 
中 , 令 & 二 0,m 二 v, 则 有 


2 
«η αν je 
再 令 

ΣΞ-Οἱζ, (2) 
方程 (8-1-7) 即 成 为 方程 (8-1-1)。 


(8-1-3) 


(8-1-4) 


(8-1-5) 


(8-1-6) 


(8-1-7) 


(8-1-8) 


以 上 提示 我 们 , 贝 塞 尔 方 程 的 解 可 由 已 知 的 合流 超 几 何方 程 或 惠 泰克 方程 的 解 得 到 。 
例如 惠 泰 克 方 程 (8-1-7) 在 正则 奇 点 5 二 0 邻 域 的 一 个 正则 解 为 Mo,(z), 于 是 贝 塞 尔 方程 


(8-1-1) 在 5 一 0 邻 域 的 一 个 正则 解 可 以 写 为 
μ(Ὁ - Οζ Μο, (2165) 


--αξ” πο TeC2i (σεν: TD 2 这) 


cope Ε{-2--Ενν]-Ε νι 15) 


(8-1-9) 


式 中 C, 为 常数 。 不 过 ,这 种 形式 并 不 常用 ,而 且 用 这 种 方法 求 线性 无 关 的 第 二 解 也 不 方便 。 


所 以 ,在 下 一 节 将 仍 按 求 正则 解 的 一 般 方法 解 贝 塞 尔 方程 。 


8.2 贝 塞 尔 方 程 在 5 一 0 领域 的 正则 解 ” 三 类 


8.2.1 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 


ζ--ο 是 方程 (8-1-1) 的 正则 奇 点。 在 该 点 的 邻 域 中 ， 
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沽 


BO=1= bt”, ζα(Ὦ -- ἕ --ν' -- det 


即 有 
δοἜ- 1 «δι -διξ-"'«Ξ-0 
60 V0 Ξ1 οι οι οι». «Ξ0 
于 是 得 指标 方程 ρίρ-1}!-ρ-»᾽--0, βῆ 5-6, ρ-- “Εν. 
对 p= 二 =v, 有 正则 解 
κ τε δι as (8-2-1) 


其 中 α, 满足 递 推 公式 (4-2-6) : 
2 απ [(1--ηι 1- ϱ)ὂς 十 cn] 
ἃς. = "ο (8-2-2) 
(7 ϱ) (ι Ἴ- ϱ-- 1) Ἴ- (π-- ϱ)δν 十 co 


把 上 述 bi\cs 代入 式 (8-2-2) ,可 得 


Cn 一 2 


n(n+2y) 
在 式 (8-2-2) 中 令 n 一 1, 注 意 到 bh 二 cl 一 0, 而 分 母 不 为 0, 故 有 ai 二 0。 由 此 以 及 式 (8-2-3) 可 
ΜΙ ἀρεει-Ξ0(έ--0.,1,2»-:-}. 至 于 ax , 式 (8-2-3) 则 给 出 


(8-2-3) 


5 


We G2(k—1) Sy Q2(k—1) 
ὃς 2ἑ(2ἑ1-2ν) 2}ἑ(β--ν) 
一 一 -- . ει woe | 
2 (RE 十 六 22(R 一 1)(R 十 一 1) 22 。1T (140 
《一 站 (--λ1Γ{(ν--1) 


πες ο pl Τα ον ας 
于 是 式 (8-2-1) 成 为 


ey ο οκ σα ΕΥ 
k=0 


ΕΓ Εν ΓΤ} (2 
3 go 二 [TG 十 1)2"]7! ,所 得 的 wl 外 即 为 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ; 
τε < (—)* ξ 2kty a 
了 (人 πο νο) κα, 
1 Πας Ὁ. (8-2-5) 


现在 考虑 cz 一 一 "的 正则 解 。 
注意 到 "改变 符号 时 ,方程 (8-1-1) 不 变 , 故 式 (8-2-4) 中 * 改 为 一 "后 , 仍 为 方程 (8-1-1) 
的 解 。 但 这 时 ρι 变 成 了 ps ,于 是 得 到 了 对 应 于 ps 二 一 v 的 一 种 正则 解 : 


FD -- 2, | κ... 
Ξϱι--ρ;--Ζν-ε0 和 整数 时 ,本 (08 Ιν (ΟΕΕ ΠΞΕΗΙ ζ--ο 时 Ἱν δή] (δ.σ 
可 看 出 。 
但 在 v 为 整数 1 时 ,J_,(5) 与 (外 线性 相关 。 事实 上 ,J_,( 与 J,( 引 有 以 下 关系 : 
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1. ι(Ὁξ«--»1ι(Ο) (8-2-7) 
证 明 如 下 。 
对 给 定 的 1, 当 ==0,1,2,…,l 一 1 时 ,依次 有 一 /十 1 二 一 (1 一 1) ,一 (1 一 2),…, 一 1,0。 
因为 0 和 负 整 数 都 是 工 函数 的 奇 点 , 故 式 (8-2-6) 中 有 过 7 的 各 项 皆 因 分 母 中 下 (RE 一 /十 1) 一 
co 而 成 为 0。 所 以 式 (8-2-6) 的 求 和 从 =7 开始 : 


(= GN 
EA > rr (3) 
作 变 换 二 十 4, 则 上 式 成 为 


co (δέ [5 2Η 
(ραπ πα το 2) 


因为 
(ΕΙ TCk' 十 1) 二 TCk 十 1 十 1)k 1 
所 以 上 式 即 
(Ce Je 二 a 24 -ΓΙ Ρ 
οὖν ΣΡ ee 7 παρ 
证 完 。 


事实 上 ,即使 是 用 取 极 限 的 方法 ( 令 >/) ,也 不 能 由 本 ,( 幻 得 到 与 本 ( 幻 线性 无 关 的 解 。 
对 此 说 明 如 下 : 
因为 J。 和 J_, 都 是 方程 (8-1-1) 的 解 , 故 式 (8-1-1) 可 写 为 
πηρες η-(-Έ}'-.-ο 
以 可 _, 乘 二 满足 的 方程 ,以 Ὁ, 3:1 ,满足 的 方程 ,然后 两 式 相 减 ,可 得 
Cop Tt 
撤 号 表示 对 《 求 导 。 此 式 又 可 写 为 


d / / κ.α 
ατα ν]-ῳ-- ο 


故 有 
5CJ' J- 一 J'_vJ,) 二 常数 


把 J4.(5) 的 级 数 表达 式 代入 上 式 ,并 利用 式 (2-6-15) ,可 知 该 常数 为 2 旦 宅 , 证 明 留 作 习 题 。 
于 是 有 


i πον (8-2-8) 
πζ 
当 > 整数 时 , 式 (8-2-8) 右 边 为 0, 此 时 有 
四 
i 


这 时 J ,C9 与 J_,() 仅 相差 一 个 常数 因子 。 可 见 当 vw> 整 数 时 ,J ,( 昌 与 J_,( 外 线性 相关 。 
对 任何 v 值 (W:= 整 数 或 非 整 数 ) 丝 与 J,(5) 线 性 无 关 的 解 是 下 面 介 绍 的 第 二 类 贝 塞 尔 
函数 。 


8.2.2 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 


第 二 类 贝 塞 尔 函 数 又 称 纽曼 (Neumann) ΡΕ 10 Ν, (595 也 有 记 为 Y, (2 的 ] 。 
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先 直 接 给 出 "为 整数 时 的 解 。 ο. /二 0,1,2,… 的 情况 , 按 夫 罗 比 尼斯 法 可 以 求 得 


NCD 一 人 TCD 二 :Σ MD!) 


oo 


1 (—)” ΠΟΙ ἁπη- τ. 
κ ως (8-2-9) 


其 中 y 函数 的 定义 和 计算 公式 分 别 见 式 (5-2-13) 和 式 (5-2-16)。 对 一 0, 去 掉 等 号 右边 第 
三 项 

下 面 求 适用 于 任何 > 值 (* 为 整数 或 非 整 数 ) 的 N,( 幻 ,从 中 还 可 得 到 一 些 有 用 的 关系 
式 。 采 用 的 方法 是 , 先 设 


Νν(ζ)--αἶν(ξ)-Γ-δ]-.ν(ζ) (8-2-10) 
然后 根据 v>/ 时 Ν,(Ό 5 1 (ΦΑΚΟΣ ΕΟΚ, ΠΧ α 和 2 的 值 。 
按 微 分 方程 理论 , 若 NY,( 纪 与 本 ( 纪 线 性 无 关 , 则 二 者 的 朗 斯 基 (Wronski) 行 列 式 


W(,, N,)= ο. ερ 
v9 Ur -- Ν΄, 
由 式 (8-2-10) 和 式 (8-2-8) 有 
ΧΙ, Ν,) --ὀ(]’...]ν--1-.]΄,}-Ξ--2Φ 


Sin νπ 
πξ 
因此 , 若 “~: 时 Ν, (6) 5 1], (Ὁ ΕΉΕΛ136.0 必须 与 sin vr 成 反比 。 
男 一 方面 ,因为 >L 时 本 (外 与 本 ,( 纪 线性 相关 ἐπα εν» 时 Ν,(ζ) 4. Π 1 (948 
性 无 关 。 于 是 又 有 


(8-2-11) 


sin vx 
κια 


ΥΩ. ,,Ν,)-Ξα(]...]', -]2]/.ν)}-Ξ2 πὲ (8-2-12) 
可 见 a 也 必须 与 sin vr 成 反比 。 
根据 上 面 的 分 析 , 可 设 
a ee (8-2-13) 
SIn υπ sin υπ 
以 此 代入 式 (8-2-10) ,得 
N, 0 πας, (Ὁ -β(ν}].,(Ὁ}7 (8-2-14) 
显然 ,为 使 ν--ἰ 时 i 
πι] α(ν)1» (5) β(ν)]. ν(ζ)]--ο 
因为 J Ορκ. Γ-π“51πΚ 
[α(ν)-ἠ-(--)!β(ν)],.ι--0 
据 此 可 取 
α(ν)--οοδνπ, β(ν)Ξ---1Ι (8-2-15) 
代入 式 (8-2-14) , 即 得 
Νικο Εωῷ (8-2-16) 


sin yx 
式 (8-2-16) 即 纽曼 函数 的 一 般 形式 。 在 >! 时 ,右边 成 为 全 ,但 极限 存在 。 
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9]ν 
ον 


τ 
«(Ὁ ΗΡΑΙΑΣ ΛΑ, ΕΠ ΠΡ 318 (8-2-9). 
这 样 , 对 于 任意 的 > 值 , 贝 塞 尔 方程 (8-1-1) 在 ζ--ο 邻 域 内 的 通 解 总 可 写 为 
uU=c1J,(D+es N, (0 
另外 ,把 式 (8-2-13) . 式 (8-2-15) 代 入 式 (8-2-11) . 式 (8-2-12) ,可 以 得 到 下 面 两 个 重要 的 


ο 


| cl 
κ | 


把 


Cd 


WOUiN) SpN' NJ 一 在 (8-2-17) 
WOU- ND) =J_,N', 一 N,J ,一 起 cos ης (8-2-18) 


图 8-2-1 J,(zx) 和 Ni(zx) 曲 线 


图 δ-2-1 给 出 了 ἰ--0.1 的 Τι(α)} 和 Ni (Cz) 曲 线 。 由 图 可 见 ,在 较 大 时 ,No (zx) 过 
JiCz)。 事 实 上 ,用 鞍点 法 ( 见 8.6 节 ) 可 以 证 明 , 在 xz 很 大 时 ,有 以 下 大 宗 量 近似 式 : 


Τα)”. πεεοῦα-- ΠΕ (8-2-19) 
Νεα πεσίπ[α--(11--χ}9}] (8-2-20) 


8.2.3 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 


除 上 述 两 类 贝 塞 尔 函 数 外 ,还 可 定义 第 三 类 贝 塞 尔 函 数 , 又 称 汉 克 尔 (Hankel) 函数 , 它 
们 常 被 应 用 在 对 行 波 问题 的 分 析 中 。 
第 三 类 贝 塞 尔 函 数 分 为 两 种 ,分 别 定义 如 下 : 
Η:}(Ὁ --].(Ὁ ΕΙΝ,(Ὁ (8-2-21) 
Η7» (Ὁ --],(Ὁ --ἰΝ,(Ὁ (8-2-22) 
Η, (Ὁ ΠιΙ (5 分 别称 为 第 一 种 和 第 二 种 汉 克 和 尔 函 数 。 
由 于 十 (多 和 六,( 细 线性 无 关 , 故 HP (Ὁ.ΗιΙ ( 另 也 与 本 (9 (中 线性 无 关 , 当 然 HY (2 
和 H'”( 纪 也 线性 无 关 。 
可 以 证 明 ,两 种 汉 克 尔 函 数 之 间 有 以 下 关系 : 
了 (8-2-23) 
证 明 留 作 习 题 。 
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由 于 (9 和 (2 的 大 宗 量 近 似 式 (8-2-19) 和 式 (8-2-20) 可 知 汉 克 尔 函数 有 以 下 大 宗 


量 近 似 式 : 
HD Cx) ~ |-6-οΓ-- 09231 (8-2-24) 
nT 
Hf2 Cx) ~ /2 -iL (1421 (8-2-25) 
πχ 


把 式 中 的 工 换 为 to( 这 里 下 为 波 数 ,o 为 场 点 到 线 状 源 的 距离 ), 即 可 看 出 Hf? (Rp) 和 HS? (4ρ) 
都 对 应 于 柱 面 波 。 
8.2.4 ΟΦΗ: 
由 J,( 的 级 数 表达 式 (8-2-4) ,有 
d > ἘΞ (--!(ἑ -ν)2 τα 2(ἑΗ-ν)--1 
ἀκ) 一 之 ΕΕ (2) 
因为 TG 十 k 十 1)= 二 (十 WT(k 十 v) , 故 上 式 可 写 为 


οι ο Ξ5 (--! Ἔ 2ἑἠ-(ν-1) 
eC) = δ, Πτα Τη (2) 


Ξε «ο (8-2-26) 
从 而 有 
JJ 一 了 二 二 
或 
(0=J eh, (8-2-27) 
类 似 地 可 以 写 出 
ED (8-2-28) 
从 而 又 有 
Ίνα +t, 
或 
νο ντ hn (8-2-29) 
公式 (8-2-27) 和 (8-2-29) 是 常用 的 。 特 别 地 ,在 式 (8-2-29) 中 令 νο, Μη 
Τ(ο---ι(ο (8-2-30) 
由 式 (8-2-27) 和 式 (8-2-29) 还 可 写 出 另外 的 公式 。 两 式 相 加 ,有 
ο μμ (8-2-31) 
两 式 相 减 , 则 又 有 
RS (8-2-32) 


此 外 ,注意 到 式 (8-2-26) 可 写 为 
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επ μα 


τα 
于 是 有 
(σσ) (8J,)= ου ο 
依次 类 推 , 有 
[τ CTD εδ, ὸ (82-33) 


类 似 地 ,由 式 (8-2-28) 可 得 
ο (ἔ Ίο (ος ο} (8-2-34) 
由 于 Ν, (6) Ι.,(ὉΙ ],(Ὁ {{2ἑἑ43 8 ΜΠΕ ἨΙ N, (8 也 满足 同样 的 递 推 关系 。 又 
因 Η, (Ὁ Η, ( 纪 是 半 (9 和 了 本 ( 纪 的 线性 组 合 , 故 它们 也 满足 以 上 递 推 关 系 。 


8.2.5 半 奇 数 阶 贝 塞 尔 函 数 的 初等 函数 形式 


半 奇 数 阶 , 即 J 一! 十 去 ,这 里 /为 整数 。 各 类 半 奇 数 阶 贝 塞 尔 函 数 可 表示 为 初等 函数 或 


初等 函数 的 高 阶 导 数 。 
先 考察 Ι--0 的 情况 。 在 本 (2 的 级 数 表 达 式 (8-2-4) 中 令 ν-- 1/2, 


Es eS (Gi νὰ 28: 
ο 1 ) 


根据 公式 (2-6-19) ,有 


(2k 二 1)! Vx 
| 


2 
二 Ye 3 rie 一 κος (8-2-35) 
{ασ pd (8-2-36) 


把 式 (8-2-35) 和 式 (8-2-36) 代 入 N, (2 的 定义 式 (8-2-16), 又 有 


τ(ε!- ; +1)= 


同样 可 得 


Νι(Ό--1]-ι(ο-- cos (8-2-37) 
α(ϱ-μ(ὼ-- esintg (8-2-38) 
由 以 上 还 可 以 写 出 
Ἠώ(Ὁ--]ι(ο-Εινι(ο---ι, Έτ (8-2-39) 
HY (0 =] (0 —iNy (0 =i, πε (8-2-40) 
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以 及 
1 2 2 i (2 二 全 νὰ 一 i 
ανα ΗΠ (Ὁ V τς ξ (8-2-41) 
现在 考虑 1750 的 情况 。 在 递 推 公式 (8-2-34) 中 令 ,一 元, 利用 式 (8-2-35) ,可 得 


d 
5d5 


ο μι ο μι α 1 51η ξ Ἕν 
-(-) ο τα] ( : ) (8-2-42) 
类 似 地 ,在 式 (8-2-33) 中 令 ,一 一 半 , 利 用 式 (8-2-36) , 则 可 得 到 


τ (一 /和 τα, ο. 2 (8-2-43) 


可 见 {50 的 半 奇 数 阶 贝 塞 尔 函 数 可 以 用 初等 函数 的 阶 导数 表示 出 来 。 
注意 到 式 (8-2-33) 、 式 (8-2-34) 对 N, (5 和 ΗΘ (Ο 、Hc2 (Co 都 成 立 , 故 可 类 似 地 导出 这 
些 函 数 在 "为 半 奇 数 时 的 初等 函数 形式 。 例 如 


| ) fed 


ο Ee (εἷς) 全 3 (8-2-44) 
NE οσο” η '. (8-2-45) 


等 等 : 
8.3 球 贝 塞 尔 函 数 


! 阶 球 贝 塞 尔 函 数 是 阶 球 贝 塞 尔 方程 (8-1-2) 的 解 。 在 8. 1 节 中 已 经 了 解 到 ,方程 
(8-1-2}} 8:38} απ ο πα το πα ο 
方程 的 解 , 而 Ψ ΠΠΟΊΕΊ,.Ν, 以 及 HP 和 HP (其 中 一 /十 却 ) 中 的 任 一 个 。 由 此 可 知 ! 阶 
球 贝 塞 尔 方程 在 5 一 0 邻 域内 的 解 为 

页 (区 一 
这 里 几 ( 纪 代表 与 1η αι (6) «Να (6) HS (5 和 ΗΘ (6) 相 对 应 的 球 贝 塞 尔 函 数 , 依 次 记 为 


(Om(D、hDC 和 ?200)。 取 C=， [ΝΑ 


一 π 1 Wy 
(ΘΑ TA (8-3-1) 
由 贝 塞 尔 函数 的 递 推 关系 可 得 各 个 球 贝 塞 尔 函 数 y, (5) 的 弟 推 关系 : 
pri pri hh (8-3-2) 
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Φιν αΏφωαι 4 (8-3-3) 


证 明 留 作 习 题 。 
值得 特别 指出 的 是 ,hi (Αη)! πο’ (CRr) 分 别 代表 发 散 的 和 会 聚 的 球面 波 (K 为 从 原点 出 
发 的 波 矢 ,z 为 场 点 到 原点 的 距离 )。 这 可 由 下 面 看 出 。 


因为 
(0) =, ΕΠ. (Ὁ, [ΕΠΗ (ΦΙΝΗ(Φ1 


利用 式 (8-2-35) 和 式 (8-2-37), 上 式 即 


μ»(Ὁ Se [icbs Ὁ -- πμ. (8-3-4) 
同 理 可 得 

hj (0) = ΠΣ ja πο (8-3-5) 
取 5 一 tr, 则 以 上 给 出 

ο ᾿ δ᾽ (kr) 一 二 e (8-3-6) 


它们 一 个 代表 由 坐标 原点 发 出 的 球面 波 , 另 一 个 则 代表 向 原点 会 聚 的 球面 波 。 
另外 ,由 上 面 还 可 以 知道 ， 


πο. αἱ (8-3-7) 
故 jo(C0) 王 1。 但 对 于 /六 0, 由 式 (8-3-1) 和 式 (8-2-4) 有 


Ξ5 (νε Ἐ 2Η 
κ. VE (3 
-- νὰ "8. 
二 全 本 στ (3) ο. 


因此 当 ζ--0 时 ,j,(8) 将 按 8 的 规律 趋 近 于 ο. 
ni (Co 在 5 一 0 处 总 是 发 散 的 。 


8.4 贝 塞 尔 方 程 的 本 征 值 问题 


在 贝 塞 尔 方程 (8-1-1) 中 , 令 5 一 pz, 则 方程 化 为 


ο... td 


与 式 (4-4-3) 对 照 , 可 知 该 方程 属于 斯 特 姆 - 刘 维 尔 型 方程 ,本 征 值 为 必 , 权 函数 oCz) 王 工 。 因 
此 ,者 zELo,aj,x 满足 边界 条 件 
μ(0})Β Βα, μ(α)-Ξ50 (8-4-2) 
或 
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u(0) 有 限 ，u (α)Ξ-0 (8-4-3) 
则 方程 (8-4-1) 与 边界 条 件 即 构成 本 征 值 问题 。 
易于 看 出 ,对 于 边界 条 件 式 (8-4-2) ,本 征 函 数 为 
ε.(α)--].(μρα) (πι--1.2.»-' } (8-4-4) 
31Η Ἀ µτ-μι --αι {ατα 为 本 (zz) 的 第 mm 个 零点 :机 (ao% ) 一 0。 
对 于 边界 条 件 式 (8-4-3) ,本 征 函 数 则 为 


Wa (συ = (RT) (m=1,2,. ) (8-4-5) 
本 征 值 为 Ri 一 多 /a 的 ἊΣ]. (μα ΙΑ πι 1 χε. 


d / 
| 二 Te i 一 LA ν (2) 1.» 一 0 


11, 30, ΓΣ ΒΡΓΙ ν (2) 1.» 一 0, 或 简写 为 了 (8 ) 一 0。 

在 对 斯 特 姆 - 刘 维 尔 型 本 征 值 问题 的 讨论 中 ,已 经 知道 本 征 函 数 满 足 正 交 关系 (4-4-8) 。 
用 于 贝 塞 尔 方程 ,因为 权 函 数 oCz)= 王 z, 故 有 下 面 两 个 正 交 关系 : 

对 边界 条 件 式 (8-4-2) ,有 


[ 下 (8-4-6) 
对 边界 条 件 式 (8-4-3) ,有 
|. ο νο οσο (8-4-7) 


下 面 考虑 m --»ι 时 的 情况 。 以 4 代表 pW 和 FW% , 作 变 换 o 一 pz, 则 有 
1 -- | ]}(μα}αάι = 全 1} (ρ)ρἀρ 


1 μα μα ; 
加 τμ (Lal oF -2 οἱ ]ν(ρ)] «(ρ}ὰρ) (8.4.8) 


因为 机 (pz) 满 足 式 (8-4-1) , 故 本 Co) 满足 

PJ, (ϱ) ἠ-ρ]΄, (0) Π- (ο) --ν' }]ν(ϱ)Ξ-0 
即 有 

ϱ)].(ϱ) ΞΞ--ρ],(ϱ) --ρ]΄,(ϱ) -Εν' 1], (ϱ) (8-4-9) 
把 式 (8-4-9) 代 入 式 (8-4-8) 的 积分 中 , 则 有 


了 一 ἘΝ μα 2 μα 
2 {LuaJ, (μα) 1 -[ dL Co] «ρ΄» d[J, Co) 了 | 
2 

--- | Lapa) p+ [es | Ca) | (8-4-10) 

上 面 最 后 一 步 已 注意 到 νο ΗΙ ],(0}--0, 1Η ν’]2(0)--0. 
若 边界 条 件 为 式 (8-4-2) , 即 µτ- μι.) ,机 (pa) 一 机 Cao) 一 0, 则 式 (8-4-10) 给 出 
1. ΓΗ (2) Τ 

又 由 式 (8-2-28) , 即 


4 


αζ(ξ 0») = (eh (Ὁ 
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μι Ἱ, (μα) --]ν(α}--θ, ἩΓΗ͂Ι ]’, (αλ ξ- --ννι(α), 于 是 有 
T 一 分 Ja a) (8-4-11} 
若 边界 条 件 为 式 (8-4-3) , 则 式 (8-4-10) 中 μφ ΝΙΚ, ΠΠ ]',(αζα)-:]',(βΘ}-εΞ0, 
于 是 可 得 
ο α ης 
1= 委 [1 说】 μες: (8-4-12) 


综合 式 (8-4-6) . 式 (8-4-7) 和 式 (8-4-11) 、 式 (8-4-12) ,得 到 正 交 关系 如 下 ， 
若 边 界 条 件 为 式 (8-4-2) , 则 


a 2 
[ J rd > [a Co ) |e0 (8-4-13) 
若 边 界 条 件 为 式 (8-4-3) , 则 
| ey ee ee pe A (8-4-14) 
να αἱ ,Per)zdz 一 分 | (55) |’ πι. mm 


8.5 贝 塞 尔 函 数 的 生成 函数 与 积分 表示 


本 节 所 说 的 贝 塞 尔 函数 J) 皆 指 整数 阶 而 言 。 
8.5.1 生成 函数 
了 (多 的 生成 函数 是 οὐ “5, Β 

e$( 7) 一 Σ 1ο (8-5-1) 
证 将 函数 ez? 和 s=0 We i ο ος 
> Σπ η τις δα, 


πιο n= 


上 式 右 边 :的 指数 m 一 n 有 正 有 人 负 。 注 意 到 对 m 入 的 求 和 可 以 交换 顺序 , 则 上 式 可 以 分 
解 为 两 部 分 , 即 


DD 
其 中 第 一 部 分 对 应 于 m 一 n 宇 0, 先 对 m 求 和 ;第 二 部 分 对 应 于 mm 一 n 二 0, 先 对 nn 求 和 。 
1 二 m 一 n, 则 上 式 可 写 为 
SS (一 ) μα (--”-! Κον 
νε πι αν ΕΣ Ὁ en {5 ) . 


n=0 ἰ-0 m=0 ἰ---1 


交换 对 1 和 对 nn、m 的 求 和 顺序 , 则 由 于 的 级 数 表 达 式 (8-2-4) 可 知 , 上 式 即 


Ce 二 Σ OR ο σον Ῥημον 


ί---ι ἰ----οο 


上 面 最 后 一 步 利 用 了 ].ι(ΌὉ-ε-(--}Τι(Ό., πξ(8-5-1)8}ξ. 
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在 生成 函数 中 令 == 一 ie”*, 可 以 导出 下 面 两 个 公式 : 
πα cosLp'erzes gg) dg = (-- 1) 2πεοςφ]ι(α) 
κ sinlg er ἀφ' = (--1)!2ποϊπἰφ]ι(α) 
0 
证 明 留 作 习 题 。 在 式 (8-5-2) 中 令 1 二 0,9 一 9 二 0, 可 得 
1 | ”exweeodg = Jo Ckr) 
2π Jo 
这 是 一 个 常用 的 积分 公式 。 
8.5.2 平面 波 展开 式 


(80) 


(8-5-83) 


(8-5-4) 


在 6. 5 节 中 曾经 把 平面 波 e*“ 用 勒 让 德 多 项 式 和 球 贝 塞 尔 函 数 表示 为 无 穷 级 数 [ 见 式 
(6-5-40)] ,现在 要 将 平面 波 写成 用 J,(kr) 和 cos 10 表示 的 级 数 ,方法 是 利用 J,( 外 的 生成 函 


在 式 (8-5-1) 中 令 5==kr,s 二 ie”, 则 式 (8-5-1) 成 为 
ew Σ) (93 
利用 ο ο ο ο ----- 
ο πι ee = J] (RE) +2> Ji(kr)icosi0 


这 就 是 平面 波 e*™… "用 J,(kr) 和 cos20 表示 的 级 数 形式 。 
顺便 指出 ,将 式 (8-5-5) 两 边 对 9 积分 , 亦 可 得 积分 公式 (8-5-4)。 


8. 5.3 J.(6) 的 积分 表示 


Ji(59 可 以 表示 为 下 面 的 路 径 积分 ， 
1ι (5 一 元 | οἵᾱ--ξείπϱ) dt 


其 中 路 径 Υγ 如 图 8-5-1 所 示 。 
证 式 (8-5-6) 右 边 的 积分 可 分 解 为 三 段 : 
| εἴκ-ζκαὺ df 一 πι τν | 正 15 ΜΟΥ οἱ 


容易 看 出 ,右边 第 一 个 积分 中 作 代 换 11-11-25 
后 即 与 第 三 个 积分 相抵 消 。 再 对 第 二 个 积分 作 代 换 :一 


(8-5-5) 


(8-5-6) 


τὰ 9 πὸ 即 成 为 
| eiCt 一 5sin 2) dt 一 | eistitsint dt (8-5-7) 


--π 


Ww 图 8-5-1 


于 是 式 (8-5-6) 成 为 
1ι ( Ὁ Ξξ 二 | 人 stitsint dt 


--π 


积分 路 径 νν 


(8-5-8) 
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另 一 方面 ,在 生成 函数 式 (8-5-1) 中 令 «--ο΄, ΒΓ 


6 站 sint ος 5) ΚΗ (Ὁ οἰ 
pp 


ΠΒ, ],(ξ) Ἐξ ew 关于 函数 族 {e*) 的 健 里 叶 (Fourier) 展 式 的 系数 ,而 反 演 公式 正 是 
式 (8-5-8) 。 由 此 , 式 (8-5-6) 得 证 。 
式 (8-5-8) 是 一 个 常用 的 公式 , 它 常 被 写 为 


].(Ὁ 一 一 二 hs οἱ ξοίηθ-10) ἀθ 
又 因为 sin(&sin0 一 10) 是 0 的 奇 函数 , 故 上 式 还 可 写 为 


(8-5-9) 
115) = 支 | οοδί ξοίη 0 一 00)d0 (8-5-10) 
2π J 
8.5.4. 汉 克 尔 函 数 的 积分 表示 
利用 J, 的 积分 表示 ,可 以 得 到 汉 克 尔 函 数 的 积分 表示 : 
H 人 (Ὁ 人 二 | οἱ(ᾱ--ξεῖπ ϱ) dz (8-5-11} 
να 
Η CD --- 二 [ εἰά--ξοίη ϱ) dz (8-5-12) 
Ws 
路 径 Wi 和 Ws 如 图 8-5-2 所 示 。 下 面 给 出 证 明 。 
Τη 首先 ,由 式 (8-2-21) 和 式 (8-2-16) ,有 
HA (Ὁ --Τι(Ό -1Νι(Ό 
W = 
W, = Ti es π- 1-(2 
WW ψ, | ΕΝ 149) --α-α(ς) 
一 一 一 一 一 τ ἘΞ, 511 ἐπ 
(8-5-13) 
六 在 本 (多 的 积分 表达 式 (8-5-6) 中 将 1 改 为 一 1, 有 
ΙΑ Η’ 
2 Τε δν 二 - | οἷι--ᾱ--ξεῖπ ϱ) dz 
W 
图 8-5-2 积分 路 径 Wi 和 W， 


对 此 作 变 换 * 一 一 上 一 r, 然 后 将 写 为 1, 则 路 径 


W 演化 为 了 ,如 图 8-5-3 所 示 。 于 是 ,上 式 成 为 
es 


— οἷπ | ei(u—tsint) drt 
2π | 
将 式 (8-5-6) 和 式 (8-5-14) 代 入 式 (8-5-13) ,有 


(8-5-14) 
二 Wy Fr Es | οἵᾱ ssind di | ei | ix 一 5sing d | 
注意 到 多 二 Wi 十 W;,V 二 一 Wi 十 Ws( 一 Wi 表示 与 Wi 反方 向 ) ,如 图 8-5-4 所 示 , 则 上 式 
可 写 为 
ΗΡ(Ό = στο 


pp —iln | 十 ἀν Ἡ- | [ -- [οκ di | | (8-5-15) 
160 


πώ Ws 


图 8-5-3 路径 W 演化 为 路 径 V 


对 式 中 第 四 个 积分 做 变换 志 一 上 十 2r, 则 WW 成 为 
一 Wi ,而 被 积 函 数 则 成 为 e “es ， 故 其 与 
第 二 个 积分 相互 抵消 。 又 因为 第 一 和 第 三 个 积 
分 等 值 反 号 ,于 是 有 


ο να, 
Η ο. οφ πι (6 Ux οἵτ) | ei tsin?) dt 
δι 


2rsin ἰπ 


ΚΝ | εἰκά--ζοίαυ αι 
π 
WwW. 


式 (8-5-11) 得 证 。 
由 式 (8-2-21) 和 式 (8-2-22) 可 得 Hf? (Ὁ 一 pe ας 
2J (5 一 HP (5 。 把 式 (8-5-6) 和 式 (8-5-11) 代 入 , 则 有 


Η το) (Ὁ η - | οἵ(ὁ--ξεῖα τ) dt cm 过 | ietsind) dt 
Ww νι 


二 | εἱί-ζίπ) df 
因为 WO—Wi =W; " Γαλ ΒΗ (8-5-12) ο 
本 节 3.4 ΠΗ ΠΡ2ΥΗΤ22Η ΗΛ 248 ΤΚ 3ςλς3Ε (Ροπιπιετ{[ε]ά) 42}. 


86.06 汉 克 尔 函 数 的 大 宗 量 近似 


本 节 介 绍 如 何 用 鞍点 法 求 汉 克 尔 函数 的 大 宗 量 近似 表达 式 。 鞍 点 法 是 一 种 重要 的 近 
似 分 析 方 法 ,在 理论 分 析 中 常 被 应 用 。 
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8.6.Ι 鞍点 与 最 速 下 降 路 径 
考虑 复 平面 中 的 函数 f(s 设 在 某 点 之 0 ,有 (zo) 二 0, 但 大 (zxo) 天 0, 则 在 Σο 附近 ,有 


f(D)=f (0) Γ΄ 0) (2m) + (8-6-1) 
记 
Ff C20) =re, Zz 二 zo 十 re (8-6-2) 
r 和 ro 缘 为 绝对 值 , 则 有 
f(z)— f(z0) ror et (8-6-3) 
于 是 
Re /(α)-- Κεγ(σο)πέτον” οο5(2θ--α) (8-6-4) 
这 样 ,在 zo。 附近 就 有 
全 [Re Pa] 一 2mrcos(20 十 a) (8-6-5) 


这 表明 , 当 从 z。 点 离开 时 ,函数 Ref(z) 上 升 (导数 >0) 和 下 降 ( 导 数 二 0) 的 情况 因 离 开 的 方 
向 角 4 而 异 。 在 9 一 一 却 和 一 部 的 方向 上 升 最 快 ,而 在 09 一 土 也 一 名 的 方向 下 降 最 快 。 情 


况 如 图 8-6-1 所 示 。 图 中 上 升 区 和 下 降 区 的 分 界线 对 应 于 人 μη. 函数 Re Γ(2)1Ε zo 
附近 的 图 像 形似 马鞍 ,如 图 8-6-2 所 示 , 故 称 z。 为 鞍点 。 


最 速 下 降 线 
图 8-6-1 最 速 上 升 线 与 最 速 下 降 线 图 8-6-2 ”鞍点 
总 之 ,满足 广 (zxo) 一 0, 但 /΄(αο)-ἑ0 的 点 zo 为 鞍点 ;经 过 蒂 点 , 且 满 足 
ενα. ἀξ... -ᾱ- 
本 2 2 


的 路 径 为 最 速 下 降 路 径 Cc 一 arg /΄ (εὐ). 
在 鞍点 附近 ,对 于 最 速 下 降 路 径 上 的 点 z, 有 
Ff 20) (zz) οσο 
Άγιο 2 ϱἵ20Γα) [ος 至 


πα ἡ (8-6-6) 


ο[5 
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这 是 一 个 负 实 数 。 

8.6.2 鞍点 法 的 近似 公式 

考虑 积分 

Te | aCe dz (8-6-7) 

其 中 C 为 复 平面 中 的 任 一 路 径 ,4 为 一 很 大 的 正 实数 , F(z)、g(z) 皆 解析 。 若 在 C 的 两 端 
点 ;Ref(z) 一 一 ce , 则 积分 必 收 敛 。 又 因 被 积 函 数 解析 , 故 保 持 C 的 两 端点 不 动 , 而 将 ο με 
续 变 形 ,积分 结果 不 变 。 

因此 ,车 使 变形 后 的 路 径 沿 最 速 下 降 路 径 经 过 鞍点 , 则 因为 鞍点 两 侧 被 积 函 数值 迅速 
减 小 ,可 知 对 积分 的 主要 贡献 来 自 鞍 点 附近 。 因 此 可 用 鞍点 το 附近 沿 一 段 最 速 下 降 路 径 的 


积分 作为 原 积分 的 近似 结果 。 这 就 是 用 鞍点 法 近似 求 积分 的 基本 思想 。 
因为 f(zo) 二 0, 故 在 zo 附近 有 


πο μα ο... (8-6-8) 
忽略 z 一 zo 的 高 阶 项 , 则 有 


eyeveoexp| 于 (ao)(z 一 ao] (8-6-9) 


因为 沿 最 速 下 降 路 径 ,3 PCz)(z 一 aa)<0, 而 很 大 , 故 eye 在 离开 εν 时 便 很 快 下 降 。 
如 果 g(z) 在 z 一 % 附近 变化 缓慢 , 则 在 οὐ» 显著 不 为 0 的 区 域 中 有 
εὐ g(x) ge)exp| ./(αυ)(α--αογΡ | ολ. 
于 是 就 得 到 了 近似 式 : 
10) ~ eweog(zo) exp| $f (2%) (2— ει)’ ]4ε (8-6-11) 


这 里 (zi ,zz ) 为 ev ”显著 不 为 0 的 区 间 。 
因为 被 积 函数 为 具有 很 大 负 寡 次 的 指数 , 故 在 (= ,zx) 区 间 外 ,上 式 中 的 被 积 函数 很 
快 趋 于 零 , 因 此 积分 限 可 放宽 为 (一 co,co)。 把 式 (8-6-2) 代 人 上 式 的 积分 中 , 并 利用 


π α 
局 εχρΓ΄5- f(z0)(z— 2z0)’ dz 一 ΓΤ exp[ λγον οἵθθγω ]εῦ ἆν 


= ei(t 全 7 人 exp(— λγον”) ἂν 


| exp( 一 Mror2)dr 一 |--- 
一 co Aro 


因为 


而 一 记 | 了 (zo)1, 故 得 
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2π i 
和 Af Cz0) 16 二 
1(λ1)5«εΝ g(zo) 11] 6 (6-6-12) 


此 即 贰 点 法 的 近似 公式 ,其 中 0 一 土 了 一 为 最 速 下 降 路 径 经 过 zo 时 与 实 轴 的 夹 角 , 土 号 的 
选择 应 保证 最 速 下 降 路 径 与 原 路 径 大 方向 一 致 。 
8.6.3 Hf?(x) 的 大 宗 量 近似 式 


下 面 用 鞍点 法 导出 Hi?(z) 的 大 宗 量 近似 式 。 
式 (8-5-11) 已 给 出 了 HS? (xz) 的 积分 表达 式 : 


H 2 (α) το ph | sd δ 
π 六 


路 径 Wi 如 图 8-6-3 所 示 ,5 一 上 Hi7。 与 式 (8-6-7) 对 照 , 可 知 
CD 一 i[( 全 一 sin τ) 


图 8-6-3 ”积分 路 径 Υι 
κ(Ὁ-1. 在 很 大 时 ,有 
Γεια cost)~—icost 
令 了 (外 =0, 得 名 三 十 人。 分 析 可 知 只 能 取 名 一 一 到 ( 详 见 后 面 的 说 明 ) 。 于 是 有 
(5) 一 isin 名 一 一 i 
8 α-ατρ[/ίο]--Ξ,ΑΠ6-:5--5-75,..5 


τ. ..ποισ”ἲι 


式 (8-6-12) 即 有 
HY (0) τος [Σπ 
π ας 


--,|.2.ϱ[--(ε1}1] (51) (8-6-13) 
πο 


此 即 当 1 时 HP(Cz) 的 近似 式 。 
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现在 说 明 为 什么 不 能 取 Ε.Σ. 


Αα (6) --ζ- Ιαείπζο ἌΡΗ cosiy 二 chy,siniy 二 ishw, 有 
Sin 一 Sin(6 十 i7) 一 sin€ chytishycosé 
因此 
Re[ zf(0)]=—liytzshy cosé 
为 保证 积分 收敛 ,要 求 Re[zf(2)] 恒 小 于 0; 又 因为 x 污 1, 上 式 中 起 主要 作用 的 是 第 二 项 
因此 积分 路 径 应 满足 shy 与 cos& 反 号 。 图 8-6-3 中 的 阴影 区 域 不 满足 这 一 条 件 ,例如 在 上 半 


ο 0 ,shy cosé€>0。 


所 以 路 径 不 能 经 过 ς-- 
μον Hi*”(z) 大 宗 量 近似 式 : 


机 区 (六 二 er 一 ΟΕ] (δυο (8-6-14) 


8. 变型 贝 塞 尔 方程 与 变型 贝 塞 尔 函 数 


8.7.1 方程 形式 


在 贝 塞 尔 方程 (8-1-1) 中 把 5 改 为 让 ,得 方程 
ἀμ di γ΄ 
τ ΗΝ [-π}.-ο (8-7-1) 
此 即 变型 的 贝 塞 尔 方程 ,方程 的 解 称 变型 的 贝 塞 尔 函 数 (Modified Bessel function) 。 
显然 ,方程 的 解 可 由 贝 塞 尔 方程 的 解 作 同样 的 变换 而 得 到 , 故 又 称 此 解 为 虚 宗 量 贝 塞 
尔 函 数 。 方 程 的 两 个 线性 无 关 解 可 表示 为 第 一 类 和 第 二 类 变型 贝 塞 尔 函 数 。 


8.7.2 第 一 类 变型 贝 塞 尔 函 数 


因为 机 4G9 等 一 般 为 复数 ,而 我 们 希望 能 得 到 实 函数 , 故 定义 第 一 类 变型 贝 塞 尔 函 数 如 下 : 
A021 λα (8-7-2) 
把 本 (5 的 级 数 表 式 (8-2-4) 代 入 ,可 得 


( δι 这 2k+y 
Li - Σ ps 人 
93 ο ο. ..- μα 21 ν να 
一 之 二 κα, 
ΠΗ,“ ζ 9Η ,Ι, (0) 为 实 函 数 , 而 且 对 于 v==1 二 0,1,2,…, 有 
本 
ι(ο}--| (8-7-4) 
ο (1940) 


由 式 (8-7-2) 和 本 (人 一 ( 一 ) 5， 可 得 
L_ (Ὁ-ικο (8-7-5) 


8.7.9 第 二 类 变型 贝 塞 尔 函 数 
第 二 类 变型 贝 塞 尔 函 数 定义 为 
κέ, πῶς “55 


它 是 方程 (8-7-1) 的 与 工 ( 纪 线 性 无 关 的 第 二 解 。 由 式 (8-7-6) 可 知 
Κ...(Ὁ --Κ,(Ὁ 
K,( 纪 与 汉 克 尔 函 数 有 简单 的 关系 。 利 用 
I 


有 
mi vl Jit) πει μις 
Κ,(5) 2 Sin νπ ο. Sin νπ 
注意 到 
i “=e ”=cos yx— isin νπ 

则 由 上 式 可 得 

TR (eos aisin νπλ].Ω1Σ)--]-..Ωδὴ 

Κ.(Ό 1. 2 sin νπ 
οι “μμ σο5 νπ],(1Ιζ)--].,(Ὁ 
εν, 2 | ην 8) { Sin νπ ] 


= ΤΠ, +iN, Cit)] 
根据 ΗΠι (的 定义 ,上 式 即 
Κ, (5) -- ορ («Ὁ 


此 式 亦 可 作为 Κ.,(Ὁ {πε Ἀ. 
在 式 (8-7-8) 中 把 5 改 为 一 这 和 让 ,又 可 得 到 


Ra ity HDD 
Κ,1Ό = = 
利用 式 (8-2-23) , 即 ΗΥ) (εἶτζ) -- --εὖτΗ(2(Ὁ),Ά(8-7-10) απ Ἐ Ἂ 


κ, = = (Ὁ 


(8-7-6) 


(8-7-Τ) 


(8-7-8) 


(8-1-9) 


(8-7-10) 


(8-7-11) 


Μά ν--]--θ,1,2.... 时 ,由 式 (8-7-8) ,并 利用 Nig) 的 级 数 形式 (8-2-9) ,以 及 15 与 


IT (5 的 关系 ,可 得 


κ(Ὁ = — LIn 1 | ΕΣ ο) - ($) + 


(ές 


2π-Γἱ 
ποπ ο ο ο ο ο 


n=0 
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对 7 二 0, 去 掉 第 二 项 。 


由 式 (8-7-12) 不 难看 出 ,5==0  Κι(Οή η. 23Η. 
在 5 一 0 处 ， 


Κι(Ό---α-ξ (8-7-13) '" 
KD Dt αυ «πιο... 


图 8-7-1 给 出 了 几 个 整数 阶 变型 贝 塞 尔 函 数 的 曲线 。 
由 图 可 知 , 工 (多 在 ζ--ο 有 限 ,在 扩 =co 发 散 , 而 天 (5 情况 ο TREE 
则 正好 相反 (在 5 一 co 为 0)。 


图 8-7-1 变型 贝 塞 尔 函 数 曲 线 
8.7.4 递 推 关系 和 朗 斯 基 行 列 式 
ΗΗ Ίν(ΦΙ Π, (多 的 递 推 关 系 , 可 导出 工 (9 和 开 ,( 纪 的 递 推 关 系 。 下 面 是 几 个 常用 的 关系 ， 


πο CD] (8-7-15) 
Κ’,(Ὁ----[Κ,μι(ϱ«Κ, (0)] (8-7-16) 
L(9 一 记 [I (9 一 La (9] (8-7-17) 
Κ.(---- ΓΚ, ι(ϱ- Κι] (8-7-18) 


例如 ,由 式 (8-2-31), 即 


κο ο πο 
有 


Ι’,(Ὁ ΞΕ“. = GH i 


A 3 Nh 


此 即 式 (8-7-15)。 
类 似 地 ,由 式 (8-2-32) , 即 


ν 


2 ξ 1 --]νει (Ὁ τε νι (Ὁ 


ο Ομ ο 
πο 由 [—i tJ (Di 


Ss A 
= Lté] 
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此 即 式 (8-7-17)。 
其 他 两 式 的 证 明 可 利用 开 ,( 纪 与 了 (外 之 间 的 关系 ,由 式 (8-7-15) 和 式 (8-7-17) 导 出 。 读 
者 可 自行 完成 。 
此 外 还 有 朗 斯 基 行 列 式 : 
W[K,CO LOKOI CD 一 K CDLCD= 工 (8-7-19) 


< 
只 要 利用 式 (8-7-8) 和 式 (8-7-2) 即 可 证 明 此 式 , 留 作 习题 。 
特别 地 ,对 v==0, 由 式 (8-7-15) 和 式 (8-7-16) ,有 
ΤΌ --μ(Ώ.. Kvo(0)==K (0 (8-7-20) 
代入 式 (8-7-19) ,得 


Ko (OCHRE (8-7-21) 
8.7.5 大 宗 量 近似 式 
由 开 ,( 纪 与 Hs*” (Ὁ 的 关系 式 (8-7-8) 和 HI? (Ὁ 的 大 宗 量 近似 式 (8-2-24) ,注意 到 
α-Ἵ( 2) ὲ τι (12) ,可 以 写 出 
K,(z) ~ 人 (21) (8-7-22) 
ὍΣ 


类 似 地 ,由 IL(9) 与 J,( 旬 的 关系 式 (8-7-2) 和 J,( 引 的 大 宗 量 近 似 式 (8-2-19) ,注意 到 e 
相 比 于 e* 可 以 忽略 , 则 可 写 出 


ιν [a (251) (8-7-23) 


在 要 求 更 高 精度 的 情况 下 , 式 (8-7-22) 和 式 (8-7-23) 应 改 为 
Κ,(α)--ι -.. -) (8-7-24) 
工 (z) 一 /去 65 --) (8-7-25) 


8.7.6 贝 塞 尔 方 程 在 阶 跃 光 纤 中 的 应 用 


阶 跃 光纤 是 纤 蕊 和 包 层 的 折射 率 分 别 为 常数 的 光纤 。 由 式 (7-5-5) 可 知 ,在 圆柱 坐标 系 
中 将 有 方程 


a | 0 (8-7-26) 
其 中 πι 为 整数 ,py 二 Vk 一 ,k 二 w/c。 令 p 二 5/4, 则 方程 成 为 m 阶 的 贝 塞 尔 方程 : 
ες ει π]α--ο (8-7-21) 


导 行 波 是 集中 在 轴线 附近 有 限 区 间 内 沿 轴 向 传播 的 波 。 因 为 纤 世 半径 有 限 , 故 在 纤 芯 
内 部 (nn 二 mm), 波 场 沿 径 向 的 分 布 应 是 驻 波 。 而 有 限 形式 的 驻 波 解 就 是 J], (yp) , 故 知 纤 世 内 
部 的 解 应 为 RCp) 一 J。 (Hpo) 。 
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现在 考虑 包 层 (n 二 n) 中 的 方程 。 由 于 导 行 波 的 光 场 一 般 集中 于 纤 芯 内 外 的 有 限 区 域 
中 , 故 分 析 中 可 以 假定 包 层 无 限 厚 。 注 意 到 1, (ἀρ) ΠΝ, (jp) 都 是 沿 径 向 的 驻 波 ,而 包 层 的 
外 边界 在 无 限 远 ,其 中 不 应 存在 径 向 驻 波 , 故 知 J, (jp) 和 Ν. (pp) 都 不 适用 于 包 层 。 但 车 作 


变换 Y= 二 VBR 一 rn ΤΙ 塞 尔 方程 : 
τας ΠΕ ς -R= 0 (8-7-28) 


ης 
由 于 导 行 波 无 径 向 辐射 , 故 包 层 中 的 场 应 随 ρ 的 增 大 而 趋 于 0, 因 此 应 取 Κ{ρ)--Κ,, (Πρ). 
由 于 人 冯 皆 应 为 实数 , 故 又 要 求 kns Bkm。 当 Bkns 时 , 挛 成 为 虚数 : 产 = 士 imw， 


ww 二 Vk 一 忆 为 实数 。 按 式 (8-7-9) ~ 式 (8-7-11) ,此 时 方程 (8-7-28) 的 解 成 为 Ho (wp) 或 
Hs”(wp) ,这 是 沿 径 向 的 辐射 波 。 对 于 导 行 波 而 言 , 这 就 是 截止 状态 。 


δ.δ 索 末 菲 球面 波 公 式 


在 电磁 场 分 析 中 ,有 时 需要 用 到 球面 波 在 圆柱 坐标 系 中 的 表达 式 ,这 就 是 索 末 菲 (Som- 
merfeld) 球 面 波 公式 。 本 节 将 从 能 量 守恒 这 一 物理 概念 出 发 ,导出 此 表达 式 。 


8.8.1 波 的 能 量 守恒 方程 
无 损耗 介质 中 的 波动 方程 为 
Vzg 一 方 9 一 0 (8-8-1) 
其 中 为 波 速 , 上边 的 *。 ”表示 3/9i,t 代表 时 间 。 由 式 (8-8-1) 可 写 出 
ῥ’γιφ- Ἐῤη-ο, ὀν'φ' -φὐδ' =0 


两 式 相 加 ,得 
ῥ'γ:ῤηῤγ'ῤ' πα. 
该 式 又 可 写 为 
译名 (1v81? 二 去 1#$1*) 一 9 . [Re($*Vv#)]=0 (8-8-2) 
记 
--γ(ΙΥ΄!51-5ε|ἑ15}, ἡ---κε(ῤ ή (8-8-3) 
则 式 (8-8-2) 成 为 
de Ὁ. 
μια. 。 7 一 0 (8-8-4) 


该 式 为 守恒 方程 。 若 令 。 代表 能 量 密度 , 则 j 就 代表 能 流 密度 , 式 (8-8-4) 就 是 能 量 守恒 方 
程 。 


8.8.2 点 源 发 出 的 功率 


设 无 限 大 均匀 介质 中 有 一 个 角 频 率 为 w 的 点 源 。 以 点 源 为 原点 , 则 波 函 数 显然 具有 球 
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对 称 性 ,可 表示 为 %zr)e “。 于 是 由 波动 方程 可 导出 


1 ἀ:ϕφ., οφ, _w ; 
παρ σα νι ία | (8-8-5) 
此 方程 的 外 行 波 解 为 
$= ew (8-8-6) 


9Υ Ῥ 
,kw 
---τε 
元 
这 里 ο, 为 沿 球 径 方 向 的 单位 矢 。 以 原点 为 心 , 取 任 一 球面 ,对 上 式 作 积分 , 即 得 该 点 源 的 辐 


射 功率 : 
Ῥ-5 (i δες ἁ καν (8-8-7) 
8.8.3 柱 坐 标 系 中 球面 波 方程 的 积分 解 


在 柱 坐 标 系 (o,p,z) 中 ,位 于 原点 的 点 源 激发 的 场 关于 > 轴 对 称 , 即 有 a/ap 王 0。 将 多 写 
为 傅 里 叶 积分 : 


$02) 一 | $lperdg (8-8-8) 
可 知 $(p) 在 原点 以 外 满足 方程 
αν Lp (8-8-9) 
do pd 
记 性 王 于 一 尼 ,并 作 变 换 p= 二 gp /x, 式 (8-8-5) 成 为 0 阶 变型 贝 塞 尔 方程 : 
dg 1d ~ 
yn i (8-8-10) 
dp” Oo do 


该 方程 在 o 一 ce 收敛 的 解 为 
$0) =CKo pup) 
C 为 待定 常数 。 把 %(o) 代 人 式 (8-8-8) ,得 
ας -- “8 Κοίμρ)ε!” ἀφ (8-8-11) 
因为 4 二 (q 一 如) 为 双 值 函数 , 故 须 考虑 积分 路 径 。 考 虑 的 依据 是 要 求 积 分 给 出 外 
行 波 , 并 且 满 足 能 量 可 积 , 即 在 p>oo 处 类 >0。 
根据 大 宗 量 近似 式 (8-7-22) ,有 
RK; > fe 3 o>00) 
(up) ~ se (jp 
由 此 可 知 y 必须 满足 以 下 要 求 : 
Φ Rey 宇 0, 否 则 将 因 e “导致 在 o 一 ce 处 发 散 。 
Ὁ 阁 4 为 虚数 , 则 必须 取 j 二 一 ip,p 二 Vk 一 gq ,这 样 才能 得 到 外 行 波 e*。 
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积分 路 径 必须 保证 4 满足 上 述 要 求 。 
上 的 支点 在 gq 二 土 £。 在 g 二 一 & 附近 
α---ἔ--εε", ya:(—2kee")'?—V2kee's 
在 "一 & 附近 
9 一 &A 十 see" ， µτν2εεῖ 
以 上 se 一 0。 为 保证 Rey 宇 0, 在 gq= 一 k 和 g 一 & 附近,a 的 取 值 范围 应 分 别 为 一 2r<c 近 一 r 
和 一 r 委 委 0。 由 此 知 积分 路 径 应 如 图 8-8-1 所 示 , 记 为 工 。 


νι 


κε μή ο ματ OE 人 
"2πκας-π 
k Reg 
ως ο 
下 
-πςαςο 


图 8-8-1 式 (8-8-11) 的 积分 路 径 


8.8.4 ”系数 C 的 确定 


柱 坐 标 系 中 求 得 的 总 功率 应 与 式 (8-8-7) 的 结果 相同 ,由 此 可 确定 系数 C。 
在 柱 坐 标 系 中 ,能 流 密度 的 径 向 分 量 为 
jo=—Re($*v$. e)=—Re(iw ε΄. 3) 
其 中 乡 已 由 式 (8-8-11) 给 出 。 以 = 轴 为 轴线 , 取 一 无 限 长 圆柱 面 , 则 穿 出 该 整个 柱 面 的 能 ; 
即 为 源 发 出 的 总 功率 , 故 有 


(8-8-12) 


4nxwk 一 人 2n0jodz 
把 式 (8-8-11) 代 入 式 (8-8-12) ,再 代入 上 式 ,有 

a . ’ ’ d i 

4πωξ 一 一 2rw | ο |2 (Re i| dg Ko (pp) | dg -- Κο(μρ)εῖ ὉΣ jedz 
[8 [ | | do ] 
(8-8-13) 
其 中 ?二 g ?一 k?。 
先 对 = 积分 。 利 用 公式 


| errdz -- 2πδζᾳ -- ϱ)) 
| 4α΄κὲ (ωρρδία-- «) = Ks (μρ) 
[关于 6(g 一 g 见 9.1 ΠΡΙ 
ΠΩ (μρ)}----μΚιίμρ) 
代入 式 (8-8-13) ,利用 公式 | f(z)6(zx 一 zo)dz 二 f(zo)[ 见 式 (9-1-14)] 可 得 
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ἀπωξ -- (2π)λω | 6 PRe| dalik; ἐαροαρες ἐμργῆ (8-8-14) 


εας-εἼπα»εκ|Η,. 为 实数 ,积分 中 方 括号 内 为 纯 虚 数 ,故此 二 区 间 对 结果 的 贡 
献 为 0。 
在 (一 &,k&) 区 间 ,y 二 一 ip, 由 式 (8-7-8) 知 


Κοίμρ) 一 到 HP po, Κιίμρ)-----ῬΗΥ (2) 
故 
iK; Cpp) ppK (pp) =i TF Ου} tNoN) HiCh Ni -- Νο ν) Jpp 
[其 中 J。 等 是 J。(pp) 等 的 简写 ] 于 是 有 
Re [iK¢ (μρ)μρΚι (pp) ]----(]οΝι - Νο ιν) ςϱρ (8-8-15) 
再 利用 朗 斯 基 行 列 式 [ 见 式 (8-2-17)] 
如 [全 二 下 
可 知 式 (8-8-15) 右 边 等 于 x/2, 代 入 式 (8-8-14) 即 得 
ἁπωξ ee | ο | |. dq --ἁπω[Ο με 
比较 两 边 ,可 知 C 王 1/r。 代 人 式 (8-8-11) ,最 后 得 到 
gp,a = 上 ew = 二 | Ko (pp)er dg (8-8-16) 


此 即 索 末 菲 球面 波 公式 ,其 中 /二 gq 一。 


2 
πξ 


习 8 


ας μον σε 


π 
证 明 式 (8-2-23) 。 
证 明 式 (8-3-2) 和 式 (8-3-3) 。 
证 明 Κο (一 ip) 二 Ko (ip) (zp 为 实数 ) 。 
证 明朗 斯 基 行 列 式 (8-7-19)。 
求 下 列 积分 (a、。 为 常数 ) 。 


(1) | εἴο as) dz 


ου ϱο ϱο 00 00 
ο; σι ΣΣ ο οὐ 


(2) ΕΠΟΣ 
(3) | ο ο 


(4) | =J(az)KiCbze)dz 。 
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9 函数 在 求解 有 源 区 域 中 的 场 分 布 问题 以 及 非 稳 态 问题 中 有 重要 的 应 用 。 此 外 ,分 段 
连续 函数 的 导数 也 需要 用 6 函数 加 以 表达 。 但 6 函数 不 是 通常 意义 上 的 函数 ,本 节 将 介绍 
它 的 主要 性 质 。 在 第 10 章 中 将 看 到 ὃ 函数 在 非 齐 次 方程 定 解 问题 中 的 应 用 。 


9.1] --48δὃ 函数 的 定义 及 基本 性 质 
9.1.1 6 函数 的 引信 


考虑 函数 


d(xz,a)= (a>0) (9-1-1) 


μες 
π(]Η-α7αδ) 
如 图 9-1-1 所 示 。 由 此 可 以 看 出 ， 
0, 0 
[πιϑίανα)--! ἘΡΡΉΘΗ νι 
α--οο CO (σΞ0) 
再 考虑 积分 : 
| δι ος -- 二 | 
二 π 


结果 与 a 无关, 故 有 


图 9-1-1 6(z,a) 的 函数 图 形 


ἘΣ ad 
-οο 1 -|-αὖαὖ 


= arctan(az ) ee 1 (9-1-3) 


| ; | (9-1-4) 
根据 以 上 可 定义 9 函数 如 下 : 
6Cz) 一 lim9Cz,a) (9-1-5) 
0Cz,a) 称 为 SCz) 的 辅助 函数 (auxiliary function) 。 
综合 式 (9-1-2) 和 式 (9-1-4) ,可 知 ὃ 函数 有 如 下 性 质 ， 
(B07 
注意 , 式 (9-1-1) 并 非 6(z,a) 的 唯一 形式 。 例 如 


δία) = | " δέα)ὰς =1 (9-1-6) 
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α πα απ 
μάς, ᾽ ος 
也 都 满足 式 (9-1-2) 和 式 (9-1-4) 。 
9.1.2 6 函数 的 导数 


先 考察 6 (x) 的 函数 形式 。 因 为 a 与 x 无 关 , 故 由 定义 式 (9-1-5) 有 


δ' (7) =lim dz,a) (91 
利用 式 (9-1-1) ,有 
0 (7) =lim| 元 (1 Σ τε | (9-1-8) 


图 9-1-2 给 出 了 右边 方 插 号 中 函数 (以 F(z,a) 代 表 ) 随 zz 变化 的 曲线 。 易 于 求 得 下 (zx,a) 的 


峰 点 在 πο”. 峰 点 分 别 趋 于 0+ 和 0- ,峰值 分 别 在 一 


和 十 ceo; 而 在 zx 关 0 处 ,limFCz,a) 一 0。 故 有 


4 Εἴκα) οο (α-Ξ-0-) 
ro- 0 (1560) (9-1-9) 
一 ce (zx=0+) 
- 此 即 %(z) 的 函数 形式 。 
δ΄ (z) 与 一 般 连 续 函 数 的 导数 不 同 , 它 本 身 也 
不 是 连续 函数 ,因此 仅 在 积分 中 有 意义 。 对 此 说 明 
如 下 : 设 由 Zz) 为 连续 函数 ,在 x 二 0 处 的 导数 存在 。 


图 9-1-2 FFCz,o) 的 函数 图 形 考虑 积分 
|. ο ο Cs ΠΝ -[. δίαγθ' Cr) dz 


等 号 右边 第 一 项 为 0。 对 第 二 项 ,注意 到 被 积 函 数 仅 在 z==0 处 不 为 0， 故 可 将 其 中 φ'(α) δε 
成 少 (0) 并 从 积分 号 中 提出 ， WU 


Γ δἐκ)έζαᾶς ---- ΡΤ 上 dn) de = Woy (9-1-10) 


这 表明 ,连续 函数 内 z) 在 z 一 0 处 的 导数 可 以 表示 为 (zx)$(z) 的 积分 的 负 值 。 式 (9-1-10) 
也 可 以 作为 (zx) 的 定义 式 。 


9.1.3 6(x) 的 其 他 性 质 
Ὁ 由 于 5Cz,o) 是 的 偶 函 数 , 故 6(z) 是 偶 函数 , 即 有 


δί--α)--δ(α) (9-1-11) 
@ 根据 式 (9-1-5) ,有 αδία)-- ποτ σσ δα 是 否 为 0, 该 极限 总 为 0。 因 此 有 
αδ(α)Ξ-0 (9-1-12) 
® 因为 6(z 一 zo) 仅 在 工 王 To 处 不 为 0, 故 有 
;(α}δία--αο}-- f(r0) (zr— ro) (9-1-13) 


这 可 称 为 6(zx) 函 数 的 “过 滤 ” 性 质 。 
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@ 由 式 (9-1-13) ,并 利用 式 (9-1-6) ,又 有 
ο οκ λδος- Pe 区 πως αι ο (9-1-14) 


在 理论 分 析 中 ,经 常 利用 此 式 将 任 一 连续 函数 f(z) 在 某 点 αὐ 的 值 表示 为 一 个 积 


上 J(z)a(oz 一 bdz 一 1 这 (:) (9-1-15) 
记 一 az 一 5。 若 ac>0, 即 a 王 |a|l, 则 按 式 (9-1-14) 可 得 
λει -- τς f (jo τα (之 ) 
ατα 0. dx 一 一 |aldz, 并 且 z 王 干 ce 对 应 于 2 一 土 co, 所 以 有 
左边 一 | 7 ας 
(5.5) hb ὀ 
-[» δω τς | Ταμίας, 
证 完 。 
© απ f(z) 看 Xo 连续 , 则 
Τζ (α--- πο κ-ὂ) 
Ι ODO 人 (9-1-16) 


Ἔα) (wo = 5 αν Ξ Ῥ) 


证 因为 在 xz 天 xz 处 Γ(α)δία--αο)-Ξ0, ΙΕ 
个 无 穷 区间 , 于 是 由 性 质 四 知 第 一 个 结果 成 立 。 对 第 二 个 结果 ,因为 在 积分 域内 δία--χο) 
一 0, 故 积分 为 0。 

下 面 证 明 第 三 个 结果 。 以 πυ-α 为 例 。 

因为 f(z) 在 zo 连续 , 故 由 式 (9-1-13) 和 式 (9-1-5) ,有 


b oo 
| CU ος =| A δες ος 
κκ έξι» lim | δ(ωνα) du σος - 
α--οοι) 0 


而 SCx,a) 是 x 的 偶 函 数 , 并 且 满 足 式 (9-1-3) , 故 有 
人 δίινα)ὰμ -- 1 Γ. δίανα)ὰμ -- 1. 


于 是 得 
[ 人 τίου) 
证 元 。 
ὦ 对 于 连续 函数 f(x) , 若 FCzi) 一 0(E 王 1,2,…) ,上 且 f(z) 在 每 一 zx 邻 域内 单调 , 则 有 
δία — αι) ον. 
scLF(z)] = > Γραρ] (9-1-17} 


证 设 兴 z) 为 任 一 连续 函数 ,考虑 积分 
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δε. | δΕ/ζαλ]ἑ(αλὰς 
因为 在 f(z) 关 0 处 6[f(zx)]==0, 故 只 需 考 虑 各 αι 的 无 限 小 邻 域内 的 贡献 : 
1= Σ | Lrc) rd = Σ) τι 


其 中 到 = |. δ[ Κ(α) δία) άπ. 

在 无 限 小 区 间 (zi ,zt ) 内 ,有 df= 了 (zi)dr。 因 为 fCz) 在 此 区 间 内 单调 , 故 f(z) 在 
零点 αι 的 两 侧 一 定 反 号 。 对 Γ (αι) 20 和 了 (zi) 二 0,z 的 区 间 端 点 zr αἱ 分 别 对 应 于 纵 
坐标 f=0” .0+ 和 f=0+ .0- ,如 图 9-1-3 所 示 ， 


x 


7’ αρ70 σῇ 


Ζ΄ αρπο 


图 9-1-3 f(z) 在 zs 邻 域 中 的 情况 


这 样 , 当 Γ (αι) 20 时 就 有 


| κ A df Ν᾽ 


“Ρ(αι)«ο 时 ,有 
本 ία) δ ῥα) 1 Φίαι) 
n= | .30 dy 一 Γ δρ HE Af = HE 
故 无 论 Γ΄ (αι)220 πὲ (αι) “0, ἀπ 


. ἕω Τομ.. Φ(α) 
Αστρος =| -sc πριν 


于 是 有 


. . 55 ῥ(α) 
Ι- | δΓ/(α)]θ(α)ὰς 一 三 ac WT TT 


比较 此 式 中 的 两 个 积分 ,注意 到 $(z) 为 任意 连续 函数 ,而 求 和 与 积分 可 交换 顺序 , 即 可 得 到 
式 (9-1-17) 。 证 完 。 

在 式 (9-1-17) 中 依次 取 Γ(α4)--αα 和 az 一 0 注意 到 FCz) 只 有 一 个 零点 , 则 可 得 以 下 
公式 ; 


三 世纪 δίαα--ὁ)--τατδία-----) (9-1-18) 
|α| |α| a 
车 f(z) 在 x=0 的 n 阶 导数 f(0) 存 在 , 则 
Γ {δή (αλά = (Nf WO (9-1-19) 


用 数学 归纳 法 即 可 证 明 上 式 , 只 需 注 意 到 Fz)=00 当 Z 天 0)。 证 明 从 略 。 
在 式 (9-1-19) 中 取 f(z) 一 xz", 则 因 f” (zx) 二 n!, 可 得 如 下 公式 ; 
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| am x) dz = δα] 
另外 ,由 式 (9-1-19) 和 性 质 @@ 还 可 写 出 : 
| rpam Cz — αὐλὰς = (—)"f™ zo) 
= "| f" Cdr— αὐλὰς 
此 可 作为 sm (zx 一 zo) 的 定义 。 
9.1.4 6 函数 的 积分 表示 
对 6(z 一 zo) 作 健 里 叶 变 换 : 


1 αν ἰξία--αρ} 
δέκ) | δ(αγεἰκ---ο dk 
则 
BD τμ DOL oN ed el 
V2r . -= V2r 
故 有 


πμ ο 去 三 ο dk 一 i | να ο. 


此 即 ὃ 函数 的 积分 表示 , 它 在 电磁 场 理论 分 析 中 常会 用 到 。 


9.2 分 段 可 微 函 数 的 符号 导数 


9.2.1 辫 维 赛 单位 阶 跃 函数 Η(χ) 
交 维 赛 (Heaviside) 单 位 阶 跃 聘 数 定义 为 


1 0 
πώ-| (2550) 
ϱ «κο 
由 此 定义 可 绘 出 Η(1- χο)! 五 (ze 一 z) 的 图 线 , 如 图 9-2-1 所 示 。 
H(xo-x) Π(χ-χι) 


图 9-2-1 Η(α- το) ΛΙ Η(αι --α) {8 ΒΕ Θὲ 


利用 互 (z) 可 将 分 段 连续 函数 写成 一 个 式 子 。 例 如 ,分 段 连续 函数 
ο”. (ας ση) 
στο πο ος 


(9-1-20) 


(8-1-21} 


(9-1-22) 


(9-2-1) 
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可 表示 为 
σ(α)Ξ-ει(α)Η(το- απ) Γρι(α)Η(σ-- ας) 
现 考虑 是 (xz) 的 导数 。 设 %z) 为 一 连续 函数 , 若 它 满足 内 士 co) 一 0, 则 有 


| Haz) dz = Η (1) δία) 


κ | H(z)$ (Cx) dz 


--[᾽ ΠΡ Cy dz (9-2-2) 


该 式 可 作为 Η (α)ήθπΕ Ἀπὸ. ΗΝ ΠΕ ---ΑΡΙΗΗ 五 "(z) 的 表达 式 。 
由 式 (9-2-1) 可 知 , 上 式 右边 即 


-[ a a Β ee i ῥα)δία)άς 
与 式 (9-2-2) 左 边 比 较 可 知 ,在 积分 的 意义 下 ， 
Η΄ (α)-- δ(1) (9-2-3) 
式 (9-2-3) 又 可 推广 为 
Η΄ (α-- ας) Ξ-δίᾳ-- xo) (9-2-4) 
对 以 上 表达 式 亦 可 做 直观 的 理解 :在 αφέαο 处 五 (z 一 zo) 是 常数 , 故 Η (α--πο) Ξ-ΟΙΊΒ 
在 从 zu 到 πο 的 无 限 小 区 间 上 ,五 (z 一 zo) 发 生 从 0 到 1 的 突变 , 故 变化 率 为 正 的 ce 。 


9.2.2 符号 导数 


一 个 函数 车 除 有 限 个 点 外 ,处 处 连续 且 可 导 , 则 称 为 分 段 可 微 函数 。6 函数 和 五 函数 
丝 属 此 列 。 这 类 函数 的 导数 与 一 般 连续 函数 的 导数 意义 有 所 不 同 ,因为 在 间断 点 上 不 可 能 
有 普通 意义 下 的 导数 。 前 面 已 见 ,6 函数 和 互 函数 的 导数 仅 在 积分 的 意义 下 成 立 , 见 式 
(9-1-10) 和 式 (9-2-2) 。 我 们 称 这 种 意义 下 的 导数 为 符号 导数 ,并 由 此 给 出 符号 导数 的 定义 : 
若 f(x) 为 分 段 可 微 函 数 , 则 其 符号 导数 f'(z) 应 使 式 (9-2-5) 成 立 : 


| fwdr = 一 | f(z) dr (9-2-5) 
其 中 $8(x) 为 满足 条 件 上 士 cc) 一 0 的 连续 函数 。 
9.2.3 分 段 可 微 函 数 f(x) 的 符号 导数 


76) κ 先 考虑 f(z) 仅 有 一 个 间断 点 α--αι 的 情况 。 
设 f(z) 在 间断 点 αι 处 的 跃 度 ( 即 函数 值 的 突变 量 ) 
为 al ,如 图 9-2-2 所 示 。 显 然 f(x) 可 写 为 
f(z)=g(7z) Ta H(z— αι) (9-2-6) 
这 样 ,函数 g(x) 二 f(x) 一 a1 阳 (zx 一 zi) 即 为 连续 函数 。 把 
式 (9-2-6) 代 入 式 (9-2-5) 右 边 , 做 分 部 积分 。 注 意 到 #$( 土 
图 9-2-2 f(x) 的 函数 图 形 coo) 一 0, 则 可 得 


| fxr)$(zr) dr = [g’ (xz)+adzr— πι) ]ϕ(α)άα 


这 里 已 利用 了 式 (9-2-4) 。 比 较 等 号 两 边 , 即 有 
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f(x)=g (1) Γαιδίᾳ-- αι) 


(ϱ- 2-7) 


此 即 分 段 连续 函数 的 导数 公式 。 以 上 表明 ,引入 五 (z) ,把 分 段 连续 函数 f(x) 写 为 式 


(9-2-6) 的 形式 ,就 可 像 连续 函数 一 样 求 导 。 
显然 , 式 (9-2-7) 可 推广 到 f(z) 有 个 间断 点 的 情况 : 


f(x) = gz) Σ) αι δία-- αι) (9-2-8) 
1 
Qi 为 间断 点 zx;:(i = 二 1 ,2,…) 处 的 牙 度 。 
9.2.4 符号 函数 sgnx 及 其 导数 
定义 
- (αι 50) άν 
ΕΙ ΘΕ“ 
ρωσ 仅 有 一 个 间断 点 z= 二 0, 此 处 的 跃 度 为 2, 故 按 式 (9-2-6) 可 写 出 
sgnz= =—=12H(2) (9-2-10) 
于 是 有 
sgnz=26(z) (9-2-11) 
另外 ,由 式 (9-2-9) 可 知 
ορπα-- 151.415} (9-2-12) 
故 有 
2 
一 二 sgnz 一 26(z) (9-2-13) 


式 (9-2-12) 和 式 (9-2-13) 在 涉及 到 绝对 值 的 积分 中 很 有 用 。 
[019-211 求 积 分 I=| 1z1 Γωας. 
解 ” 按 分 部 积分 ,有 

Γι [αι] [ᾱ[/Ρ'(α)ὰς 


κο ο ο 


由 式 (9-2-12) 和 式 (9-2-13) , 即 可 得 
Ι-Ρρο)-γ(-1)--Ώ)ηΗ-γ(-1}!-2/(0) 


[5 9-2-2〗 证 明 u(x) = 区 εἶεισ-ἕ Κ(Ὅ ἀξ 满足 方程 和 十 有 wu 一 2ik$(z)， 
证 对 ulz) 求 导 , 利 用 式 (9-2-12) 和 式 (9-2-13), 有 


. 一 κ ἰβε!--ϊ ςσῃ(α-- OP dE 
Zz εν. 
ἐς 所 区 (Εἑ)}ε!--8 Γοσπ(α-- Ὁ ]29( 5d5+| ike*l* $26(z— OO dE 


179 


因为 Lsgn(z 一 多 站 和 1, 故 由 上 式 得 
ο σας 
dz 


ος ἜΝ 
三 维 空间 中 的 6 函数 记 为 6(r 一 ro), 它 应 满足 以 下 要 求 ; 


We a py 
rm) ή η [οςσ--κωὰν -{ ΤΝ 
66 (FS=.7) + 0 (ro 多 V) 


由 此 有 
[ος -- πάν ου] 


Το) (ro εν) 


[roar -rmav 1 
v 0 (ro Εν) 


显然 ,f(r)6(r 一 r0) 二 f(ro)6(Cr—ro)。 
9.3.2 6 函数 的 分 离 变 量 形式 


前 面 式 (9-3-2) 和 式 (9-1-14) 已 给 出 
| sc 一 may ης I ων ο 


现 假定 已 取 定 广义 正 交 曲线 坐标 系 ,@ .gs 、gs 分 别 为 沿 3 个 正 交 方 向 的 广义 坐标 。 


于 广义 坐标 g; 的 6 函数 满足 
| ία. — go)dg. a Ci 
其 中 W, 表示 广义 坐标 g; 的 整个 值 域 。 
在 该 坐标 系 中 ,体积 元 dV 二 dl dlsdls ,dl; 表示 沿 g; 方向 的 长 度 微 元 ， 


dli=hidg: (i=1,2,3) 
其 中 hi; 为 拉 米 系数 。 代 入 式 (9-3-2) ,得 


| sc ro)dV = [ου πο) 1 Άη πι ἆφι dgs 一 
另 一 方面 ,将 式 (9-3-4) 中 的 三 式 相 乘 , 又 有 
| δίᾳι -- αιο}δίᾳ; ει qz0 )0( gs -- qs0 ) dqi dg; αφ: = 


与 式 (9-3-6) 相 比较 ,得 


| 
κ. 


| 


δία ro) 一 δίᾳι αιο)ϑίᾳ; φ»ο}δίᾳ: 010) 
hih;,hs 


此 即 三 维 δ 函数 的 分 离 变 量 形式 。 
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(9-8-1) 


(9-8-2} 


(9-83-83) 


规定 关 


(9-3-4) 


(9-8-5) 


(9-83-6) 


(9-8-Τ) 


(9-83-8) 


在 直角 坐标 系 中 ,da 一 dz,das 一 dy,das dz,hi (7 hs 1, 故 有 


δζγ--το)Ξδία--απο)δ(ν-- νο)δ(Σ-- 5ο) (9-3-9) 
在 柱 坐 标 系 (op,z) 中 ,da 一 do,da 一 dp,das dz,hi=hs=1,h; 0, 故 
δίσ mm) 一 ρο)δίφ--φο)δίς--Ξο) (9-3-10) 


在 球 坐 标 系 (r,0,9p) 中 ,da 一 dr,da: 一 d0,das dgp,hi 1 νο Το hs rsin0, 故 有 


δέν ο πανω ος 


τα sin0 


(φ--Φο) (9-3-11) 


9.4. 以 9Gr) 为 非 齐 次 项 的 泊 松 方程 


在 第 10 章 中 将 介绍 用 格林 函数 法 求 由 连续 分 布 的 源 引 起 的 场 分 布 , 那 时 会 遇 到 以 SCr) 
为 非 齐 次 项 的 泊 松 (Poisson) 方 程 。 本 节 先 给 出 该 方程 的 解 。 


9.4.1 三 维 情况 
首先 证 明 
v2 κ -1πδέν--το) (9-4-1) 
ἩΠΚ-ΙΚ|-ἰσ--τοἰ»το 为 三 维 空间 中 一 确定 点 的 位 矢 。 
证 考察 积分 
I= | (下 jav (9-4-2) 


V 为 包围 ro 点 在 内 的 任 一 体积 。 因 为 在 民 关 0( 即 στε 


r,) 处 V? 去 恒 为 0, 故 积分 只 来 自 πι 点 的 贡献 。 因 此 可 Ν ΟΣ 


用 以 το 点 为 球 心 的 小 球体 V 代 蔡 V, 如 图 9-4-1 所 示 。 
按 散 度 定理 , πὶ (9-4-2) 的 等 号 右边 可 写 为 


和 (τς) . dS ,这 里 S 为 包围 V' 的 球面 . 对 S 面 上 的 2 
5 图 9-4-1 积分 域 V 


点 ,有 
这 里 eg 是 R 的 单位 矢 , 沿 球面 S 的 外 法 向 方向 , 故 式 (9-4-2) 成 为 
人 
I 一 { πο: ds Ἡ ΓΣ 
τν ---4π [ δες -- ι)ᾶν (9-4-3) 
V 


比较 式 (9-4-2) 和 式 (9-4-3) ,注意 到 VV 任意 , 便 得 到 式 (9-4-1)。 证 完 。 
由 式 (9-4-1) 知 ,方程 


181 


0 δέρς-ρὸ | (9-4-4) 


的 解 是 
a ee (9-4-5) 
4rR 4r|r 一 ro| 
9.4.2 二 维 情 况 
考虑 二 维 方 程 
V2G 一 一 6(p 一 po) (9-4-6) 


这 里 p 为 二 维 矢 径 。 
记 p 一 po 一 R, 并 以 Pm 所 指 为 原点 取 平 面 极 坐标 系 (R,p) ,R= |p 一 po | 。 根 据 式 (9-3-10) 


可 知 ,在 此 坐标 系 中 ,6Cp 一 mm) 一 “25(p) 。 因 为 8Cp 一 po) 关 于 R 一 0 对 称 , 即 与 9 无 关 , 故 


G 与 9 无关。 于 是 式 (9-4-6) 成 为 


14 γ.άδι.. 1. 
παπί ἀκ) πλ αθδέρ 
由 此 有 


ddGN -= τα 
πη] δ(Κ)δ(φ) (9-47) 


在 区 间 [L0 ,2rj] 内 对 φ 积分 ,利用 人 δίφ) ἀφ 一 1 , 见 式 (9-3-4) ,可 得 


(ed 
2. π[Ε1Β)- SCR) (9-4-8) 
因为 昌 '(R) 二 6(R), 见 式 (9-2-3) ,可 知 式 (9-4-8) 给 出 2xR =—H(R) ,于 是 有 
2πάᾶ----Η2 (9-49) 
将 此 式 两 边 对 RR 在 区 间 [1,R] 上 积分 ,注意 到 在 该 区 间 上 Η(κ)--ι,τ[1Β 
2x[G(R)—G(1)J]=—InR=—ln|p—p, | (9-4-10) 
规定 G(1) ==0, 即 有 
αι. ο» ἘΠ 
στο η Pa 可 (9-4-11) 
9.4.3. 一 维 情况 
读者 可 自行 验证 ,一 维 方程 
d? 
2 Or— zo) (9-4-12) 
的 解 是 
σα) - πτΗ(αρ- α) ΓαπιΠ(ία-- πο) (9-4-13) 


值得 注意 的 是 ,一 维 方程 的 解 G(z) 是 连续 函数 ,只 是 导数 不 连续 ,如 图 9-4-2 所 示 。 这 
表明 G(z) 的 奇 性 比较 弱 。 比 较 起 来 ,一 维 方 程 解 的 奇 性 最 弱 , 三 维 方程 解 的 奇 性 最 强 。 
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9, 3 


9. 8 


图 9-4-2 Ο(α) {9 Β8 ἀκ [8 2 


2005 ἐπ (1550) a 
πο. (一 0) 的 符号 导数 。 


已 知 uz) 一 | | x 一 4 | ο 为 任 一 连续 函数 ) , 试 导 出 u(x) 满足 的 微分 


方程 。 
验证 式 (9-4-11) 满 足 方程 (9-4-6) 。 
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第 10 曹 解 非 齐 次 方程 定 解 
问题 的 格林 函数 法 


有 源 情 况 下 ,由 麦克 斯 韦 方程 组 导出 的 二 阶 微分 方程 是 非 齐 次 的 。 对 这 类 方程 的 最 重 
要 的 求解 方法 就 是 格林 函数 法 。 本 章 将 介绍 格林 函数 的 概念 和 基本 性 质 ,利用 格林 函数 给 
出 非 齐 次 微分 方程 的 积分 解 ,并 导出 稳 恒 情况 下 以 及 辐射 问题 中 的 格林 函数 。 


10.1 格林 函数 的 物理 意义 和 一 般 性 质 


10.1.1 格林 因数 
分 析 时 谐 电 磁 波 问 题 时 ,在 分 离 时 、 空 变量 后 可 得 亥 姆 霍 效 方程 : 
(Vi+Rk ulr)=—flr) (一 ceo<zyyyz<co) (10-1-1) 
其 中 f(r) 为 已 知 函 数 , 代 表 源 的 空间 分 布 。 为 求解 此 方程 , 设 
u(r) 一 | flr Glr,r dV (10-1-2) 
这 里 dV "代表 位 矢 为 xr 处 的 体积 元 ,下 同 。 利 用 6 函数 ,有 
Φε -- ῄ δεν- κ a (10-13) 


把 式 (10-1-2) 和 式 (10-1-3) 代 入 式 (10-1-1) ,注意 到 V: 仅 对 场 点 的 坐标 > 有 作用 ,而 积分 
变量 是 x , 故 V: 与 积分 可 交换 顺序 ,于 是 式 (10-1-1) 可 写 为 


[ fro) Vi RGCr,r dV --[ δίσ -- γ΄) Fr dV 


oo 


因为 上 式 对 于 任意 给 定 的 f(r ) 都 成 立 , 故 有 
(Vz 十 i2)GCryr 一 一 SCr 一 r) (10-1-4) 
只 要 由 此 解 出 Glr,r), 代 入 式 (10-1-2) 即 可 得 到 u(r)。 这 样 ,求解 u(r) 就 转化 为 求解 方程 
(10-1-4)。G(r,r ) 称 为 方程 (10-1-1) 的 格林 (Green) 函 数 , 或 基本 解 。 
显然 ,& 一 0 时 ,G(r,r) 就 是 泊 松 方程 的 格林 函数 。 式 (9-4-5) 已 经 给 出 ,无 界 空间 中 泊 
松 方程 的 格林 函数 为 
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σέ ο (10-1-5) 


ἀπ[γ η { 
10.1.2 格林 函数 的 物理 意义 


在 方程 (10-1-1) 中 ,f(r) 代 表 源 的 密度 分 布 ,u(r) 为 由 源 引 起 的 场 分 布 。 例 如 在 电磁 
场 问题 中 , 若 x(Cr) 代 表 标 量 位 , 则 f(r) 即 为 电荷 密度 除 以 介 电 和 常数 e。 为 方便 ,可 以 省 略 。， 
简单 地 称 f(r) 为 电荷 密度 。 


将 式 (10-1-4) 与 式 (10-1-1) 相 比较 ,注意 到 δ(0) --οο, πῇ [90 ra 可 知 


G(r,r) 是 由 xr 处 的 一 个 带 有 单位 电量 ,但 电荷 密度 无 穷 大 的 点 源 在 r 处 激发 的 场 。 此 即 格林 
函数 的 物理 意义 。 

设 f(r) 为 电荷 密度 , 则 f(r )dV 就 是 在 r 处 体 元 dV 中 的 总 电量 , 即 处 的 电 蓓 元 。 
于 是 f(r )G(lr,r')dV 就 代表 由 该 电荷 元 在 场 点 r 处 产生 的 场 。 可 见 式 (10-1-2) 的 含意 是 ， 
把 积分 区 域 中 全 体 电荷 元 (坐标 用 r 表示 ) 各 自在 r 处 产生 的 场 线性 秋 加 起 来 ,其 结果 就 是 
ΕΙ u(r)。 


10.1.3 格林 函数 的 一 般 性 质 


格林 函数 有 以 下 两 条 性 质 
四 格林 函数 关于 τ 和 rx 对称, 即 
GCrr') 一 GCr η) (10-1-6) 
证 ”为 简洁 , 记 G1(r)= 二 G(r,ni),Gz(r) 二 G(r,r;)。 考 虑 以 下 两 个 类 似 的 定 解 问题 : 
(Vi+R)G=—r—n) (ΕΥ) 
[fw 三 1 (10-1-7) 
VD (rE€EV) 
[οοϑειλοα] =0 


(10-1-8) 


其 中 S 为 V 的 表面 。 式 中 的 求 导 皆 对 而 言 ,35 表示 对 S 上 r 处 的 函数 G 求法 方向 的 导 
数 。 以 Gs, 乘 式 (10-1-7) 中 第 一 式 , 以 Οι το ο τν V 积 
分 ,得 

[ [ον ντα, eG άν oe Cm Yt Gt 


Ξ- (στι το) G(r, γι) (10-1-9) 
利用 第 二 格林 公式 (1-2-16), 有 
3ςσι 2 


| Γο; ντα, --ᾱι ViG, JdV = ᾖ [ο, 5 te 


利用 式 (10-1-7) 和 式 (10- 1-8) 中 的 边界 条 件 ， 可 知 此 积分 为 0。 > σίτι, 
ο) ΞΟ(σε,Γι}ο Ίντι 改 为 rrs 改 为 r', 即 得 式 (10-1-6)。 证 完 。 

式 (10-1-6) 又 被 称 为 格林 函数 的 互 易 定 理 (reciprocity principle), 它 表示 位 于 r 处 的 
源 在 r 处 引起 的 场 ,与 位 于 r 处 的 相同 的 源 在 r 处 引起 的 场 相同 。 


2 |ds (10-1-10) 
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@ 空 间 的 维 数 越 高 , 则 格林 函数 的 奇 性 越 强 。 

为 了 解 格林 函数 的 奇 性 ,我 们 来 考察 其 在 奇 点 ( 即 函 数值 趋 于 无 穷 大 的 点 ) 附 近 的 行 
为 。 

只 要 充分 接近 奇 点 ,方程 (10-1-4) 中 的 微 商 项 总 会 远大 于 已 项 ,所 以 在 奇 点 附近 ,方程 
可 近似 写 为 泊 松 方程 : 


V2GCrr ) 王 一 6Gr 一 r) (Ir—r’|~0) (10-1-11) 
在 9.4 节 中 已 经 知道 ,方程 
Viu=—6(r—ro) (10-1-12) 
在 三 维 、 二 维和 一 维 情况 下 的 解 分 别 为 
u(r) 二 (4x|r 一 ro1)-! (三 维 ) (10-1-13) 
ο τπτ (二 维 ) (10-1-14) 
μ(α)--χΗ(αι--α) |-χοΗ(α--α)) (一 维 ) (10-1-15) 


比较 式 (10-1-11) 和 式 (10-1-12) ,可 知 当 以 r( 或 7 ) 为 变 点 时 ,格林 函数 GCr,r ) 以 xr (5 τ) 
为 奇 点 , 它 与 的 奇 性 相同 , 即 三 维 格林 函数 的 奇 性 为 lr 一 r 1 ,二 维 格林 函数 的 奇 性 为 
ln|p 一 p' | ,其 奇 性 弱 于 三 维 ;而 一 维 格林 函数 的 奇 性 最 弱 : 函数 本 身 连续 , 仅 导 数 不 连 续 。 


10.1.4 有 界 空间 非 齐 次 方程 的 形式 解 


在 有 界 空间 中 , 定 解 问题 除 方程 以 外 ,还 包括 边界 条 件 。 现 在 讨论 边 值 问题 解 的 一 般 
形式 。 


设 ulr) 满 足 方程 
(Vi+Rk ur)= f(r) σεν) (10-1-16) 
则 相应 的 G(r,r ) 应 满足 
(V2z 十 2)GCryr 一 一 SGr 一 r) (σεν) (10-1-17) 
以 Glr,r ) 乘 式 (10-1-16) 的 两 边 ,以 u(r) 乘 式 (10-1-17) 的 两 边 , 两 式 相 减 , 得 
ΟΥ:ι(τ)--μ(σ)γ:Ω-Ξ-ι(γ)δίσ--γ΄)-- f(r)G (10-1-18) 
交换 r 和 r ,有 
ον ulr)—ulr VG=u(r 6Cr 一 状 一 Fr DG (10-1-19) 


这 里 V 表示 对 rr 求 导 。 因 为 Gr,r ) 二 G(r’,r), 故 为 保持 书写 
简洁 , 式 (10-1-18) 和 式 (10-1-19) 中 G 的 变量 被 隐 去 不 写 。 

将 式 (10-1-19) 对 体积 了 一 Vs 积分 ,其 中 V.(EVWV) 为 以 r 
为 心 ,半径 α--ο 的 球体 ,如 图 10-1-1 所 示 , 图 中 e, 为 界面 的 
外 法 向 单位 矢 。 注 意 到 r 人 名 (V 一 VD) , 故 ulr)6(r 一 r ) 的 积分 
为 0, 于 是 有 

[ Be Nd ea ---- f(r YIGay 


ν-ν VVe 


ε 


(10-1-20) 
图 10-1-1 体积 v_y  ” 利用 第 二 格林 公式 , 式 (10-1-20) 可 写 为 
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εφ [ο πο 地 = [ rereav (10-1-21) 
Se VR 


这 里 这 表示 在 r' 处 沿 。, 方向 求 导 。 


考察 S. 上 的 积分 。 因 为 以 x 为 积分 变量 时 ,r 为 G(r,r) 的 奇 点 ,在 奇 点 附近 ,方程 近 
似 于 泊 松 方程 , 故 在 5. 上 


A 1 ή» 汪汪 
ο ο 一 村 六 [一 人 (10-1-22) 
所 以 5. 积分 中 的 第 一 项 可 写 为 
QU ο. 9 / / 
cz axwds/ ~ | -二 3ossingdyd 
τ a τος π ς 7 ι 
二 在 | [2 了 sin 0d0 dp (10-1-23) 
等 号 后 边 的 积分 有 限 (因为 江 有 限 ) , 故 当 ua->0 时 ， 
中 (10-1-24) 
把 式 (10-1-22) 用 于 式 (10-1-21) 中 5, Pia 注意 到 a 很 小 , 则 有 
由 (η 5248’ ~un | κ |-5 ( 均 ] | sin θ'ἀθ' dy 
td [ [ Ta sin θ'ἀθ'ἀφ' — ur) (10-1-25) 
以 上 已 注意 到 ,在 5. 上 ,法 矢量 ο, 的 指向 与 半径 a 增 大 的 方向 相反 , 故 
κ οι σαν 
9 dy 
这 样 , 式 (10-1-21) 就 成 为 
στι ; οσ / / / 
ῇ [α δ --μ(σ ὃν ]45 ἠ(τ) -- [νο )GdV 
或 
δι - 人 [ο δ: ur) σα ]48' -- |] Γωλοάν' (10-1-26) 
κ ν 


此 即 边 值 间 题 的 形式 解 , 它 表明 ,u(r) 不 仅 与 源 的 分 布 有 关 , 还 与 和 G 的 边界 值 有 关 。 下 
面 将 会 看 到 ,根据 w 的 边界 条 体 , 适 当选 取 G 的 边界 值 ,可 使 u(r) 最 终 得 以 确定 。 


10.1.5 格林 函数 边界 条 件 的 选取 


定 解 问题 的 边界 条 件 一 般 分 三 类 。 在 不 同 的 边界 条 件 下 ,格林 函数 边界 条 件 的 选取 也 
不 同 , 下 面 分 别 列 出 。 
@ 第 一 类 边 值 问题 [ 狄 利 赫 莱 (Dirichlet) 定 解 问题 ]: 
u(r )|s=p(rs) (10-1-27) 
plrs) 为 已 知 函数 ,rs 表示 在 S 上 的 点 ,下 同 。 
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由 式 (10-1-26) 可 见 , 此 时 只 须 取 


Ως |---0 (10-1-28) 
这 里 G9 的 上 标 表 示 它 满足 第 一 类 边界 条 件 ,下 同 。 于 是 第 一 类 边 值 问 题 的 解 为 
/ / / οσο / 
ulr) =  αναδάν- ὢᾧ ρον) ds (10-1-29) 
|| ᾖ ὅπ 
ὦ) 第 二 类 边 值 问题 [纽曼 (Neumann) 定 解 问题 ] : 
| =g(rs) (10-1-30) 
此 时 选 G2 满足 
| = (10-1-31) 
971 S 
解 为 
μ(») = |] Γ΄ γα» ἀν’ -- {} ο α(σ’}45’ (10-1-32) 
| { 
@ 第 三 类 边 值 问题 (混合 边 值 问题 ) : 
[α a(r) +B ur) | i (10-1-33) 


其 中 we(r) .BCr) 是 S 上 的 已 知 函 数 ,它们 在 S 上 不 恒 为 0, 否 则 就 成 为 第 一 类 或 第 二 类 边 值 
问题 了 。 


此 时 选 G5 满足 
[αρ < 2 =0 (10-1-34) 
以 GY |s 乘 式 (10-1-33) 两 边 ,以 u|s 乘 式 (10-1-34) 两 边 , 所 得 两 式 相 减 , 得 
03) OU ενα ώμο ο μ90 ΚΝ 
|c Οτι on |=26 5 β om |ς Ε1θ-159ω52 
上 面 最 后 一 步 利 用 了 式 (10-1-34)。 把 式 (10-1-35) 代 入 式 (10-1-26) 中 的 面积 分 ,得 
’ / h / 
ulr) = |} fOr GV ἀν’ 十 由 二 Ge dS (10-1-36) 
| ος 
或 
(3) ὰ 35» et 
ee 由 ye )Gedv' — ρα ο ας’ (10-1-37) 


总 之 ,在 三 类 边 值 问题 中 ,只 要 把 4 的 边界 条 件 改 为 齐 次 式 ， 并 把 改 为 C, 就 得 到 了 格 
林 函 数 的 边界 条 件 。 


10.2 边 值 问题 中 的 格林 学 数 


10.2.1 求 格林 函数 的 本 征 函 数 法 


以 第 一 类 边 值 问 题 为 例 : 
(V2 十 和 2)GCrr 一 一 Cr 一 r) (rr ΕΥ) 
10-2-1 
.. , 
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设 该 问题 的 本 征 函 数 和 本 征 值 分 别 是 {g(r)} 和 { 恕 } (为 整数 ), 即 有 
| Γλ)φ,(1)--0 


(η) 


(10-2-5) 
一 0 


S 


把 Glr,r) 在 V 内 按 {y,(r)}) 展 开 : 
Glryr) 二 2) calr 由 (7 (10-2-3) 


其 中 ο, σσ)". ΑΔ GCr,r ) 满 足 式 (10-2-1) 中 的 边界 条 件 。 
把 式 (10-2-3) 代 入 式 (10-2-1) , 则 得 到 方程 


Dy ea Vt th Σ) ε.φ, 一 一 Sr 一 六 ) 
利用 式 (10-2-2) ,上 式 即 


一 >) csb 十 大 >》 cg ---- δία --σ΄) (10-2-4) 
以 φ; (7) 乘 式 (10-2-4) 两 边 ,然后 对 ν 取 积分 ,利用 本 征 函 数 的 正 交 归 一 关系 ， 
[»: (σ}Φ, (σ}4ν = ὃ,, (10-2-5) 
即 可 得 到 
人 (10-2-6) 
把 式 (10-2-6) 代 入 式 (10-2-3) ,就 得 到 了 G(r,r ) 的 本 征 函 数 展开 式 ，: 
Gm) = 之 ο σφι (10-2-7) 


类 似 地 ,第 二 和 第 三 类 边 值 问 题 的 格林 函数 可 用 相应 边界 条 件 下 的 本 征 函 数 展开 ,不 
男 讨论 。 
610-211 求 以 下 一 维 有 界 区 间 的 格林 函数 : 


2 
(Bt Grr) = --δία--ᾱ) (θέα κα) 
-; (10-2-8) 


+=0 


解 ” 相 应 的 本 征 值 问 题 如 下 : 
(+)y, Cn) 一。 (0ς-σς-α) 
2 


全 | 


φ.(α}- sin ες (0 


一 0 


它 的 解 是 熟知 的 : 


因此 ,由 式 (10-2-7) 即 得 
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10.2.2; --"ΗΕΜΡΚΗΙΔΙΗΗΜ ΕΛΑ 


用 本 征 函 数 表示 格林 函数 通常 有 无 穷 多 项 。 但 在 一 维 情况 下 ,格林 函数 可 表示 为 有 限 
项 函数 的 线性 释 加 。 
格林 函数 方程 是 非 齐 次 方程 。 我 们 知道 ,对 一 维 非 齐 次 方程 
γ΄ (α)-Ερ(α)ν (α)-Εα(α)ν(α)-- f(z) (ας ας) (10-2-9) 
而 言 [ 其 中 p(x)、q(x) 在 [a,6]j 内 连续 , 撤 号 表示 求 导 ] ,车 相应 齐 次 方程 的 两 线性 无 关 解 为 


γι 和 392 , 则 方程 的 通 解 可 写 为 


* γι(ξ) /(6) » ys (Hf 


yD -- pz) tog) + »ε(α) | Pe det για) | Pe Sd 
(10-2-10) 
式 中 常数 cl .cs 由 给 定 的 边 值 条 件 确定 。W(yi,y;) 为 y 和 ν; 的 朗 斯 基 行 列 式 : 
Μίνι yy2) = ο. ΕΣ, 一 yy 2 一 yy (10-2-11) 
γι(α) γνο(α) 


它 在 La,5] 内 不 为 0。 
对 格林 函数 亦 可 采用 上 述 方法 。 下 面 举例 说 明 。 
【 例 10-2-2】 定 解 问题 与 例 10-2-1 相同 , 求 G(zx,x ) 的 有 限 形式 。 
解 方程 (10-2-8) 显 然 具有 式 (10-2-9) 的 形式 ,其 中 f(x)== 一 6(zx 一 zx )。 
相应 齐 次 方程 的 两 个 线性 无 关 特 解 为 y (xz) 二 sin &Az,ys(z) 一 cos kx, 于 是 


Sin kx cos kz 


W(yi,y;)=&k 二 一 上 


cos AZ 一 Sin kz 
根据 式 (10-2-10) ,就 有 
Ω(α»α’) = ει οἷα 人 AZ 十 cacos ἐα | «555ε πι kz | sin ἀξ 6(€— xz’)dé 


ον ες fie de eet 
β Ξ 

= ο... H(zx’ —z) |+eos ο... Η(α--.α' ] 
ο 一 0 可 知 cz 一 0; 又 由 G|s-。 一 0, 有 cisin ta 十 cos ha ΛΠ --ο, 


.ink 
απ ktan ka® 于 是 

/ 
sin kz 


G(x 2 ka 


sin kz 十 二 sin kxcos kx Η(α΄--α) 十 二 cos ἐπχοὶα kx' ΗἩ(α- -ᾱ) 


ΠΕΝ. sin ἆαεοβ kz’ (ΟΞ-α--α 
Ὁ. ktan ka τ kz 二 到 Rk lcos &zsin ξα (α΄«α«Γα) 
1 sin kzsin k(a—zx’) (0ΟΚαςα”) 

kzx’'sink(a—zx) (αΚαςα) 


~ ksin ka 


190 


此 即 边 值 问题 (10-2-8) 中 GCz,z' ) 的 有 限 形式 , 它 与 例 10-2-1 中 得 到 的 无 穷 级 数 等 价 , 二 
者 在 奇 点 zx' 处 都 是 连续 的 。 


10.2.3 用 镜像 法 求 格林 函数 


对 泊 松 方程 的 第 一 类 边 值 问题 而 言 , 其 格林 函数 可 用 镜像 法 来 求 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 
我 们 假定 读者 已 经 学 习 过 电磁 学 的 基础 课程 ,已 经 熟悉 了 镜像 法 。 
分 三 种 情况 讨论 。 
@ 平 界 面 半 无 限 空 间 
设 格林 函数 满足 如 下 定 解 问题 : 
V2GCrr ) 一 一 SCr 一 r) (1550) 


10-94-19 
ο... ( ) 
其 中 xr ==(x’,y ,z ) 是 在 半 无 限 空间 α»0 中 的 一 点 。 

为 解 此 问题 , 设 
Glryr)=G (ryr) Γον) (10-2-13) 
其 中 G- 在 整个 无 限 空间 中 满足 方程 
V2G- (Cryr) 一 一 SCr 一 r) (10-2-14) 
由 式 (10-1-12) 和 式 (10-1-13) 可 知 
ee EL L (10-2-15) 


4π |r—r [απ 
因为 无 限 空间 中 位 于 r 处 电量 为 g 的 静止 点 电荷 在 r 处 引起 的 静电 位 为 


ig 
4πεΚΝ 


故 G- 可 视 为 普 处 电量 为 s 的 点 电荷 在 r 处 引起 的 静电 位 。 
将 式 (10-2-13) 和 式 (10-2-14) 代 入 式 (10-2-12) ,可 知 G 满足 以 下 定 解 问题 : 
ViG(r,r)=0 (z>0) 
ανν 
由 此 可 知 ,G 是 位 于 z<0 处 的 电荷 在 «70 空间 内 激发 的 电位 , 它 在 界面 x=0 上 引起 的 电 


位 恰 与 xr 处 电量 为 。 的 点 电荷 所 引起 的 电位 相抵 消 。 因 此 ,引起 电位 G 的 电荷 是 点 电荷 s 
在 zx 二 0 处 的 镜像 电荷 一 se。 
根据 电磁 学 的 镜像 法 知识 ,可 知 


κ 5 
4πε 


这 里 《为 镜像 电荷 与 场 点 P 之 间 的 距离 ,如 图 |α οσα χ 
10-2-1 所 示 。 ”poy 
综合 以 上 , 即 可 得 到 


(10-2-16) 


G(r,r’)=— (10-2-17) 


图 10-2-1 镜像 电荷 一 e 的 位 置 
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-- 


Gdr,m) 一 去 (去 Ε) 


el 1 1 ] 
| WV(z 十 z)2 十 (7 一 多 ) zz) 


(10-2-18) 
@ 圆柱 形 区 域内 部 
设 在 一 半径 为 α 的 圆柱 形 区 域 中 有 
2 / = eh 
ψ σ(ρ,ρ) (ρ-ρ) (ρα) οι, 
6, 0 
这 里 p 和 p' 都 是 二 维 矢 径 。 
ἃν 
σφ,ρ')--Ω..(ρ,ρ'}ἠ-Ο(ρ,ρ') (10-2-20) 
并 设 ο. ΙΙ 
ν:Ο..(ρ,ρ')----δίρ--ρ') (10-2-21) 
则 由 式 (10-1-14) 可 知 
Ce (pp Y= ln pT (10-2-22) 


2r |p—p | 
这 可 看 成 是 由 一 根 线 电荷 密度 为 6, 位 于 p' 处 的 无 限 长 带电 线 在 无 限 空间 内 引起 的 电位 。 


把 式 (10-2-20) 和 式 (10-2-21) 代 入 式 (10-2-19) ,可 知 G 满足 下 面 的 定 解 问题 : 
Ο!,-..---Ω.|,.. 


由 此 知 G 是 位 于 ρα 的 圆 外 区 域内 的 电荷 在 圆柱 内 
引起 的 电位 , 它 在 界面 o=a 上 与 由 柱 内 线 电荷 s 引起 
的 电位 相抵 消 。 因 此 G 的 源 是 柱 内 线 电荷 s 在 柱 外 的 
镜像 线 电 荷 , 由 对 称 性 可 知 它 应 位 于 p' 的 延长 线 上 菜 
点 S 处 ,如 图 10-2-2 所 示 。 由 镜像 法 知 


GS (10-2-24) 
οξ 


(10-2-23) 


2π 
图 10-2-2 圆柱 区 域 与 像 电荷 ΑΧ Ελ Η ΙΑ ΠΡ ΠΙΕΡ. 
综合 式 (10-2-20) 、 式 (10-2-22) 和 式 (10-2-24) ,就 得 到 了 问题 (10-2-19) 的 解 : 


Gip,p) =—dIn (10-2-25) 
@ 球形 区 域内 部 
设 定 解 问题 为 
KE Cr (10-2-26) 
先 将 解 写 为 
Ως,ν΄)--Ω..(σ,ν΄)!-Οςσ,σ΄) (10-2-29} 


其 中 


2 2 
Ce (ήν) 1AR (10-52-28) 


这 里 R=|r 一 r|。 于 是 G 满足 
ViG(r,r)=0 (γα) 
| 1 C10=2-20) 
7 一 Q ~ 4xR 7 一 Q 
仍 把 G-, 视 为 位 于 r 处 的 点 电荷 e 在 无 界 空间 中 + 处 


引起 的 电位 , 则 Ο 就 是 点 电荷 关于 球面 > 一 < 的 镜像 电 
荷 g 在 > 处 引起 的 电位 。 由 对 称 性 知 g 在 r 的 延长 线 上 ， 
如 图 10-2-3 所 示 。 由 球面 镜像 法 可 知 ,在 球 内 的 场 点 PP， 


νο 3 a 
-- ἁπτξ 


其 中 § 为 镜像 电荷 q 与 场 点 P 的 距离 。 
综合 式 (10-2-27) 、 式 (10-2-28) 和 式 (10-2-30), 就 
得 到 本 问题 的 格林 函数 : 


δι. =-6. 


(10-12-30) 


图 10-2-3 球形 区 域 与 像 电 荷 


νι 1. 本 
Go 一 去 ( | (10-2-31) 


多 | 一 


10.3 无 界 稳 恒 波动 问题 中 的 格林 函数 


在 稳 恒 波动 方程 
Vi λατ Ρε” (10-3-1) 

ΠΠ ,φ(γ,ϱ) κ ΒΗ 11 ΛΗΞΕΙ ω 的 源 激 起 的 场 ,而 FCr) 代 表 源 的 空间 分 布 , 它 不 随时 间 而 变 。c 
为 波 速 ,是 常数 。 

设 φ(τ,{) τι (η) αν 代入 式 (10-3-1) ,可 知 &Cr) 满 足 方程 (10-1-1) ,于 是 相应 的 格林 函 
数 GCr,r ) 满 足 方程 (10-1-4) 。 

有 界 空 间 中 求 格林 函数 的 方法 前 面 已 经 讨论 过 了 ,在 那里 ,格林 函数 是 一 些 驻 波 ( 参 见 
10.2 节 例 10-2-1)。 对 于 无 界 空间 ,格林 函数 则 一 般 具 有 行 波形 式 。 


10.3.1 三 维 格林 函数 ” 雍 姆 霍 兹 积分 


先 考虑 普 一 0, 即 点 状 源 位 于 原点 的 情况 ,此 时 原点 为 方程 的 奇 点 。 显 然 , 这 时 的 场 为 
球 对 称 , 故 取 球 坐标 系 (r,0,92) 。 在 球 对 称 情况 下 ,G 与 0.p 无关 :G 一 G(r7), 故 式 (10-1-4) 
可 以 写 为 


«ο: ος νος 
ΝΕ (= 9 等)+4 ᾱ--.--δὁ (10-3-2) 


我 们 已 经 知道 ,在 xr~0 处 ， G 一 元 。 为 求 适合 于 任何 7 的 G(7) , 设 
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ls -ᾱ- 
二 (10-83-83) 


并 要 求 当 一 ~0 时 ,g(r)->1。 把 式 (10-3-3) 代 入 式 (10-3-2) ,可 知 g(r) 满 足 方程 
g (η) -Γ.2σ--ο (σ560) (10-3-4) 
其 行 波 解 为 
人 (10-3-5) 
显然 , 当 ”一 0 时 ,g(r7) 一 1。 
将 g(r) 代 入 式 (10-3-3), 即 得 


Ος)-ρξε’'' (10-3-6) 
nr 
式 中 指数 上 的 两 种 符号 分 别 对 应 于 离开 点 源 的 扩展 球面 波 和 朝向 点 源 的 会 聚 球 面 波 。 


推广 到 r' 关 0 的 一 般 情况 ,就 有 


το (10-3-7) 
将 式 (10-3-7) 代 入 式 (10-1-26) ,就 得 到 辐射 问题 中 常见 的 亥 姆 霍 效 积分 


ος θιι ; 9 ος κι ; etiR 2 
wy = 和 | μα SR [45 [1ο ) RdV (10-3-8) 


S ν 


10.3.2 三 维 格林 函数 的 级 数 形式 


除 上 面 的 表示 外 ,还 可 以 将 三 维 格林 函数 表示 为 球 坐标 系 中 的 无 穷 级 数 。 
记 场 点 的 坐标 为 r=(r,0,9) ;点 源 的 坐标 为 r 二 (σ΄ 4 ,9 ) , 则 格林 函数 的 方程 (10-1- 
4) 写 为 


_ 6(r—r’)600—0) 


λα ον πο. ; 
- το ΕΠ γ sin ϐ κ, (10-3-9) 
其 中 
A ο ο μμ 1 9 
' Sin ΝΤΟ, (10-83-10) 
由 式 (6-6-2) 可 知 球 谐 隙 数 Y;, (0,p) 满 足下 面 的 方程 : 
Λ 
1 ΣΥ --ἰ(1- 1)Υ (10-3-11) 
先 把 方程 (10-3-9) 右 边 函 数 的 角度 部 分 用 球 谐 函 数 展 开 。 设 
co 1 
80— Pag y) — Σ Ὁ «-Υ.(θ,φ) (10-3-12) 


l=0 πι---ἱ 


此 式 两 边 同 乘 以 了，' (0,p)sin 0d0dq, 对 整个 立体 角 积 分 ,并 利用 球 谐 函 数 的 正 交 归 一 关系 
式 (6-6-7) ,可 得 


2r [π 
左边 = | | ac- θδίφ-- φ'}Υ7, (0. φ) ἀθάφ 一 了 和 (0 φ) 


κ ο 2r [x 
右边 二 1 ΣΙ em | ' Yi (0,9)Ym (0,9)sin θάθὰφ 
ἢ 0 


150 πι---- 


55 ἐ 
= > Σ) Cmd pdm = ερ 
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比较 两 边 , 即 有 
ον ών (10-3-13) 

代入 式 (10-3-12) ,得 
δ(6--- θ΄) 


sin 0 


co 1 
δίφ--φ') = Σ) Ὁ) Υδθ', ΦΥ. (0, φ) (10-38-14) 


l=0 m=—! 


现在 求 方程 (10-3-9) 的 解 。 根 据 式 (10-3-14) ,可 设 


oo li 
ών ο σσ (10-83-15) 


150 m=—!l 


其 中 gi(r,r ) 待 定 。 
将 式 (10-3-14) 和 式 (10-3-15) 代 入 方程 (10-3-9) ,并 利用 式 (10-3-11) ,可 知 σι (τε) 
满足 方程 


$2 (» + (10-3-16) 


EF 
该 方程 可 按 公式 (10-2-10) 求 解 ,其 中 (7) 一 一 2 下， 
首先 , 式 (10-3-16) 相 应 的 齐 次 方程 是 以 kr 为 宗 量 的 ! 阶 球 贝 塞 尔 方程 (只 需 作 变换 

5 一 好 ,然后 与 式 (8-1-2) 对 比 即 可 得 知 ) , 故 齐 次 方程 的 两 个 线性 独立 解 可 取 为 

Cr) 一 j Cr) (10-3-17) 

ya (7r) 一 hf (kr)=j CRr) 一 in (kr) (10-3-18) 
这 里 取 第 二 解 为 hb”(Rr) 是 为 了 得 到 向 外 的 行 波 ( 设 时 间 因 子 为 e")。 由 此 又 有 

jkr) hf? Cer) 四 

ΓΗ (2)' | 
Ἔ jC py? C0) 


ΠΠ 1--1η, 


νι νο) 


ση, (kr) πι, (ἔν) 


--ᾱ ./ ./ -: =—ikWOY,n) 
1. oj 


利用 公式 (8-3-1) 和 公式 (8-2-17), 即 


μ(Ό ο ο Ὁ, Ύα.,Νρ--ᾱς 


可 得 
WGim)= 玄 (10-3-19) 
故 有 
ο =—2 (10-38-20) 
代入 式 (10-2-10) ,并 令 > 一 & Crr ),a 一 0,0 一 co ,可 得 
giCrsr) = oji(ir) 十 ch Cor) 一 这 hb Cr) | ji ChE) OE 一 rd6 一 
ipii Chr) | μ” Cp) 0CE — rd (10-3-21) 
因为 n (在 5>0 处 发 散 , 故 
二 (10-3-22) 
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而 g& (0,r) 应 当 有 限 , 故 应 取 cs 二 0。 又 因为 一 ~co 时 ， 


j km) 一 二 cos ΠΠ (10-3-23) 


此 为 驻 波 表达 式 ,而 单一 点 源 在 无 限 空间 中 不 会 引起 驻 波 , 故 又 应 取 ci 二 0。 于 是 式 (10-3- 
21) 给 出 
βι(π,ν')----ἰβ[]ι (ἑν) bh? kr 7 再 (一 门 十 hf2 CRr)j kr HCr—r’)] 
ο. (ἐν) (0<r<r 
-- (10-83-24) 
πμ» (kr)jkr) (ση) 
代入 式 (10-3-15), 即 得 
OO ο (kr)ji(kr’) στη 
ὅση) -- Tg (θε) νο, ὅν. Ὁ κεγὴ 
(10-53-25) 
对 于 点 源 在 原点 的 情况 ,~ 一 0, 场 为 球 对 称 ,GCr,0) 与 0.p 无 关 , 故 1 二 0,m 一 0。 因 为 
Αα αν μα ον 


ο 
- 4π 


ο ο. ο 


ik π 2 ᾿ ᾿ 
G(r,0)= {πλ δὲ’ περ (Sin R7 十 icos ἔν) 


να 一 isin kr cos kr) Sw 
4nr 4πτ 


这 是 由 原点 发 出 的 球面 波 ,与 式 (10-3-6) 一 致 。 
10.3.3 二 维 格林 函数 


若 源 沿 z 方向 均匀 分 布 , 则 场 与 坐标 无关, 问题 退化 为 二 维 , 故 可 取 平 面 极 坐 标 (oyp) 
进行 讨论 。 
设 源 的 坐标 为 (o ,gp ) , 则 方程 (10-1-4) 写 为 


G(r,0) 二 一 bg? (k7) 一 Dr Ll (ἐν) —iNys (kr)] 


1d/ dG\, 190 了 
ge Ee B+ ο- ο δρ φ) (10-3-26) 
很 易 验 证 ， 
πι 
Φ,(ῳ)--Ξ-ε””’ (mm 一 0,1,2，…) (10-3-27) 
Φ σας 771. 
满足 下 面 方程 和 正 交 归 一 关系 : 
9 φ,, 2 
?2 =— m’ BD (10-3-28) 
99 
2r 
| (η (ρ)άφ-- ὃν (10-48-29) 
由 此 易 知 下 面 的 展 式 成 立 : 
δίφ-- φ') ---- δι ενώ (10-38-30) 
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现在 将 式 (10-3-30) 代 人 方程 (10-3-26) 的 右边 ,并 设 


, Ts ο ο 
πλ a (10-3-41) 
则 可 知 g (p) 满 足 方程 
1d/ ἀρ, .. Τι} δίρ--ρ') wl 
ale do Ξε ο ja (10-3-32) 


下 面 按 公式 (10-2-10) 求 此 方程 的 解 。 
与 方程 (10-3-32) 相 应 的 齐 次 方程 为 m 阶 的 贝 塞 尔 方 程 : 
F(t)+( Ἔλε---ο ἐξ--ξρ) (10-3-33) 
为 得 到 外 行 波 , 取 其 两 个 线性 独立 解 为 
γι(ρϱ)-- 1 (Ro), νι(ο)Ξ-Η:2 (kp) 


利用 
ΗΘ (bo) 一 J CEo) 一 iN kp, WOU,N,) --- 
可 得 
ο ον .. 
W (yi(p) »ν:1(ο))-- πὰρ (10-53-34) 


ἜΑ πο ο πο ος 


βκ(ρ.ρ) = ει] (io) + οι ΗΘ (Ro)— ΗΘ (ko) | Ἕν Tt λαέ 


= He (48) δ(ξ-- ϱ)) τ 
Τ,40) | τ" ενας (10-34-45) 
与 式 (10-3-21) 同 样 讨论 ,可 知 应 取 c= 二 0,cs 二 0。 于 是 得 


gn(p»0)=—i ΣΓΗΦ ἀρ}, ἀρ) Η(ρ--ρ'}ἠ-1,(ἀρ}ΗΦ᾽ (kp ) Η(ρ'-- βλ] 


ΗΦ (Αρ)],(4ρ) (ο55ρ') 
| τ ; ο... ο (10-83-36) 
1μ(κρ) Η, (Αρ) (ρ-ρ) 
代 人 式 (10-3-31) , 即 得 
σα. -[ΗΦ(ἀρ}],(ἀρλ (65) 
Ο(ρ.ρ’) ED δ Ἐν 如 ον 6 ὰ (10-3-37} 
1 ρα J (Cho ερ ερ 
特别 地 , 若 线 状 源 沿 z 轴 放 置 :o 二 0, 则 场 为 轴 对 称 , 故 m 二 0。 由 式 (10-3-37) 即 有 
G(p,0) 一 一 二 HP (kp) (10-3-38) 


这 是 垂直 于 轴线 向 外 传播 的 柱 面 波 。 
10.4 侈 时 格林 函数 


前 面 所 讨论 的 是 稳 恒 波动 问题 的 格林 函数 。 那 是 定 态 问题 ,其 时 间 变 化 关系 可 以 简单 
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地 表示 为 e“。 在 那里 , 源 和 场 的 空间 分 布 都 不 随时 间 变 化 ,因此 格林 函数 仅 是 空间 坐标 的 
函数 。 现 在 我 们 要 讨论 的 是 源 的 空间 分 布 也 随时 间 变 化 时 所 激发 的 场 。 这 类 问题 同样 可 
以 用 格林 函数 进行 分 析 , 但 这 时 的 格林 函数 就 与 时 间 有 关 了 。 


10.4.1 含 时 格林 函数 的 定义 
考虑 如 下 的 有 源 波动 问题 ; 
(ν:---ὂπ 5) $7) =— /frst) (10-41) 


其 中 f(r, 力 代 表 源 的 空间 分 布 和 时 间 变 化 情况 ,c 为 波 速 ,是 常数 。 
为 求 方程 (10-4-1) 的 解 ,可 先 利用 6 函数 ,将 f(r,t) 表 示 为 


flrD) = | ἀὖδα --υ} ῄ Br 二 六 JP Yd (10-49) 
这 里 上 之 二 。 再 设 
WM = [ ἀν |] ο’ Gr sr μέγαν" (10-4-3) 
把 式 (10-.4-2) 和 式 (10-4-3) 代 入 式 (10-4-1)， 
ΤΩ͂Ι νε --ᾱ 2π στο (σεν ᾿΄γάγ' 
--- [ ἀὐδοι--εν | ὅς--«γλαήνέγαν' 
因为 上 式 对 于 任意 给 定 的 f(r ,z) 都 成 立 , 故 有 
VzG 一 喜 G 一 一 5Cr 一 "8G 一 六 (10-4-4) 


这 里 GCr ,性 ,7) 称 为 含 时 格林 函数 ,上 面 加 … 表 示 对 时 间 1 Ας ΑΧ, ΓΙ. 48, 
方程 (10-4-1) 就 转化 为 求解 GCr,t;r ,zt )。 

把 GCr,t;r',z) 看 成 是 由 位 于 r 处 的 点 源 在 t 时 刻 发 出 ,而 在 1 时刻 才 传 到 r+ 处 的 振 
动 , 则 按照 因果 律 ,显然 应 有 G(r,t<=t ;r,t ) 二 0。 另 外 ,作为 格林 函数 ,G 还 应 满足 齐 次 边 
界 条 件 。 

把 上 述 概 括 起 来 ， Me μι 相应 于 定 解 问题 


(Vi —B2) Yr) = — fr,t) σεν) (10-4-5) 

4 οφ ος κ. 
[er dF +B dy] 一 Mrs (10-4-6) 
Φ|.-ο--φίσ), |,o=é(7) (10-4-7) 

的 格林 函数 Glr,t;r',t ) 是 下 面 定 解 问题 的 解 : 

VG 一 点 Br EY (10-4-8) 

aG τ. 
' (10-4-9) 
Οἰ.---0 (10-4-10) 


这 里 S 是 区 域 Y 的 界面 ,rs 是 S 面 上 点 的 位 矢 。 
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10.4.2 互 易 关 系 
GCr,ir',) 满 足 如 下 的 互 易 关系 : 


G(r sti Σ.Ε) σέ. yr ο, -ἕι) 


(10-4-11) 


该 式 的 物理 意义 是 ,于 # 时 刻 从 7' 处 的 点 源 出 发 的 振动 在 (二 t 时 刻 到 达 τι 处 ,而 于 一 
时 刻 从 处 的 点 源 出 发 的 振动 则 在 一 + (二 一 刀 ) 时 刻 到 达 r 处 ,两 个 振动 引起 的 效果 相同 。 


不 仅 如 此 ,两 个 振动 传播 的 时 间 也 相等 :前 者 是 刀 一 二 ,后 者 是 (一 t) 一 ( 


τς 


注意 , 式 (10-4-11) 不 能 写成 G(riyti;r tt) 二 Gl《r ,t ;nsti), 因 为 按照 因果 律 , 若 


#6 , 则 Glr’ ,ri ,t1)=0。 


现在 证 明 互 易 关系 。 按 以 上 对 G(r,t;r ,t ) 的 理解 ,考虑 另 一 个 函数 G, 它 是 由 ri 处 的 


源 在 一 时 刻 发 出 ,而 在 一 (二 一 三 ) 时 刻 在 r 处 引起 的 振动 , 即 
G=G(r,—iyr,—t) 
按 式 (10-4-8) ,G 应 满足 以 下 方程 : 
νεΟ-- οοῦ ------δίγ--τι)δςί-- ει) 
这 里 已 利用 了 δ[(--ε) -(--ει)]Ξδίει--ε)Ξ-δ(ί--ἐι). 
由 延迟 关系 式 (10-4-10) 可 知 ,G 的 初始 条 件 为 
δι] Ξ0 
齐 次 边界 条 件 与 无 关 , 故 G 的 边界 条 件 与 式 (10-4-9) 相 同 ,不 另 写 出 。 
以 G 乘 式 (10-4-8) ,以 G 乘 式 (10-4-13) ,所 得 两 式 相 减 ,得 
(ὄν:ο -αν:δ)--Ἑϑτδὰ--οὔ) 


----Οδίσ--τ')δίε--:΄) -Οδέσ--τι)δέ!--ει) 
先 将 此 式 对 上 从 一 ce 到 τε ἯΙ τι) 812.18 


(CC 一 GC) | 三 | (GVG 一 GV2G) 业 十 


[G |. εδ (η --- η’) --ᾱ |, δέσ--τι)η 
 τγιι,Ββ--τς--ἓι ΗΛ (10-4-14)Ά! 


G|.=GCr, 一 zim 一方 ) 一 0， Cl = 
同 理 有 
αἰι-- w=G(r;—o0sr’,t)=0, Οἱ...--0 
所 以 , 式 (10-4-16) 的 左边 为 0。 
此 时 再 将 式 (10-4-16) 对 体积 V 积分。 利用 第 二 格林 公式 


ῄ [uViv— υν2ι]άΥ = ᾗ (w=) 
V 


可 得 


(10-4-12) 


(10-4-13) 


(10-4-14) 


(10-4-15) 


(10-4-16) 
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[ dt (as( dS G5 (3 - Cr | -av —G μ.ο, 
κ, 5 


=G(ristiyr’ st ))—G(r 一 性 ， 一 三 ) (10-4-17) 


在 S 面 上 ,G 和 人 满足 相同 的 边界 条 件 , 故 G 532 一 G 352 ,从 而 式 (10-4-17) 左 边 为 0。 至 
此 , 式 (10-4-11) 得 证 。 
10.4.3. 含 时 边 值 问题 的 一 般 解 


在 式 (10-4-5) 和 式 (10-4-7) 中 把 (r,) 换 为 (r',z ), 则 有 
1 gCr’,t ἐν 


V ?yr’ 1) απ ρα Flr Cr EV (10-4-18) 
ᾠ(σ΄,1)]ν. "一 DCr ) ， ο ο ει. οΞ-ξέν) (10-4-1909) 

这 里 表示 对 1 求 导 。 在 式 (10-4- 8) 、 式 (10-4-10) 中 作 下 述 互 换 ，; 
ror’, 1ε»-- (10-4-20) 


此 时 Glrytyr’,t)>G(r’ ,一 1 ;r， ϱ) ,根据 互 易 关 系 式 (10-4-11) 可 知 , 互 换 后 G(r,i;r”， 
t) 不 变 , 故 式 (10-4-8) 在 互 换 后 写 为 
v2G πό’ δ(γ--κ)δ(ι--) (ΕΥ) (10-4-21) 
而 i<z 这 一 关系 在 式 (10-4-20) 的 变换 下 保持 不 变 , 故 式 (10-4-10) 不 变 。 
以 G 乘 式 (10-4-18) 两 边 ,以 yr’,t) 乘 式 (10-4-21) 两 边 ,前 者 减 后 者 ,然后 对 :从 0 
到 二 (==t 十 e,e>0) 积 分 。 注 意 到 


ΤΝ 
| Pr’ ,£6 — 2) dt = yr’ ,1) 
0 


即 有 


t= 六 
-Ωψ' - | a [ον ?yy—yv ?G+GfFr ez)]dz — pr’ ,tr—r) 


(10-4-22) 
式 中 G 二 G(r,t;r',z) , 除 最 后 一 项 外 ,J 二 JCr ,1 )。 
因为 站 二 t, 根 据 式 (10-4-10), 有 GCr,ztr ,t==t+ ) 二 0, 进 而 又 有 GG (r,tyr’ ,1 二 t+ ) 二 
0, 故 式 (10-4-22) 左 边 的 上 限 值 代入 后 为 0。 再 根据 式 (10-4-19) ,可知 左边 的 下 限 值 代 入 
后 为 


- α[6ς70|,.-ο--φσηὀ'],-ο] 
这 样 ,以 x 为 积分 变量 ,将 式 (10-4-22) 对 VV 积分 ， π᾿ 即 有 
Yr =| | avere ΤΣ ο5 -φ 2) αν + 


二 | ay' [ESCr OG = Br (00d (10-4-23) 
V 


这 里 已 将 对 的 积分 上 限 简单 地 写 为 1。 
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在 前 述 变量 替换 之 下 ,边界 条 件 式 (10-4-6) 和 式 (10-4-9) 成 为 


[er ste ,ey | 一 六 Cr) (10-4-24) 
n 5 
τυ ’ οσ / / eh ce 
| “cr :7 δ +B st )G | =0 (10-4-25) 


以 G|s 乘 式 (10-4-24) ,以 y|s 乘 式 (10-4-25) ,两 式 相 减 ,得 
9φ ,aG "ν΄ .ε}) 
α- λα ποσο 
代入 式 (10-4-23) ,就 得 到 了 定 解 问题 式 (10-4-5) 一 式 (10-4-7) 的 一 般 解 : 


κα 上 / κ -天 ,hlr’ ,tt’) ’ 
re I ἀν GF EY τῇ dS ολα ]4: ως 


二 | αν’ pe ο πας (10-4-26) 
V 


10. 4.4 有 界 空间 的 含 时 格林 函数 


由 上 可 知 ,求解 含 时 定 解 问题 的 关键 在 于 含 时 的 格林 函数 。 有 界 空间 的 含 时 格林 函数 
仍 可 表示 为 本 征 函 数 的 级 数 , 但 展开 系数 与 时 间 有 关 , 这 需要 借助 于 傅 里 叶 变 换 导 出 。 
对 格林 函数 GCr,t;r',t ) 做 侍 里 叶 变 换 , 有 


六 1 ο / η] ως 
GCrir ,w) = 二 | dG By Ye “τ (10-4-27) 
ν2π»-- 
’ / 1 τὲς ο / Pe κ. 
σεν -- 元 | 夫人 ee (10-4-28) 
Αα 


将 式 (10-4-28) 代 入 式 (10-4-8) 和 式 (10-4-9) ,并 利用 
Wi | 
则 可 知 像 函 数 G(rir' ,wow) 应 是 下 述 边 值 问 题 的 解 : 


στ πμ τς αμ 


A/ 2 区 
90 >] 
| ασ») ον Γβ(Γιὸ | =0 


式 中 二 w/c。 假 定 该 问题 的 本 征 函 数 族 为 {g(r)} ,本 征 值 为 {&,}),k, 王 w/c, 则 与 10.2 节 
中 同样 分 析 , 可 得 


(10-4-29) 


六 / 2 κ τ 
Grr’,w) πλ 和 πο ο (10-4-30) 

代 人 式 (10-4-28) ,有 
2 co 
Glr,t;r’ ,t) --- στ) pr (r ) yr) ΙΝ 


式 中 被 积 函数 在 ω--Ἴ-ω, 有 极点 ,可 用 留 数 定理 求 出 积分 。 
为 得 到 >t 时 的 结果 ,根据 式 (2-4-11) ,积分 路 径 应 改变 为 包围 下 半 平 面 的 半圆 。 又 
考虑 到 必须 满足 初 条 件 式 (10-4-10), 即 G|,< 二 0, 故 沿 实 轴 的 积分 应 从 上 方 绕 过 极点 
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ο tt') 


dw (10-4-31) 


wo— ww? 


土 w, ,如 图 10-4-1 所 示 。 这 是 因为 , 当 1 二: 时 ,包围 下 半 平 
面 的 半圆 改 为 包围 上 半 平 面 ,而 极点 土 w, 则 被 排除 到 回路 
之 外 ,从 而 式 (10-4-31) 中 各 积分 皆 为 0。 


根据 留 数 定理 ,对 上 述 积 分 回路 ,有 
ος αμ) . ο- ού) ο- Ίο) 
人 
图 10-4-1 式 (10-4-31) 中 的 = 红 sin Γ[ω,(ε-- ελ] 
积分 路 径 κα : 
代入 式 (10-4-31) ,并 将 G|,-, =0 这 一 条 件 明确 包含 到 表达 
式 中 ,就 有 


2 / 
Gir -- Ὁ) πώ σ)οῖη ζω,---υ}1Ης--υ) (10-4-32) 


10.5 无 界 空间 的 含 时 格林 函数 


10.5.1 三 维 情况 


格林 函数 代表 点 源 引起 的 场 。 在 无 界 的 情况 下 , 它 显 然 仅 与 Rs|7r 一 "| 和 (一 妨 有 
关 , 故 可 记 G 二 G(R,t 一 + )。 于 是 方程 (10-4-8) 亦 可 写 为 


ν.ο-- αμ ὃ ----δ8)δι --) (10-5-1) 


在 奇 点 R=0 附近 ,C 与 V2G 相 比 可 忽略 ,方程 近似 于 
νλῶς-- -δ(Ι)δ(ι--ε) 
由 此 得 渐进 式 
GT δ(ι--) Ο4Ε-0) (10-5-2) 
在 R 关 0 处 ,方程 (10-5-1) 即 
τος ΜΝ 
VG (10-5-3) 
显然 ,该 式 满 足 渐 近 条 件 式 (10-5-2) 的 解 就 是 方程 (10-5-1) 的 解 。 
因为 G(R,t 一 二) 关于 R=0( 即 r=r 这 一 点 ) 为 球 对 称 , 故 车 以 7 为 原点 取 球 坐标 系 , 便 


有 


ο. ὃ δι πα 
ν:ς-πτοπίς 5π) τοῖς | 
代入 式 (10-5-3), 有 


1 ο1(κΟ) οὐ (RG) 


有 ὃς oR (10-5-4) 
此 为 波动 方程 , 波 速 为 c<。 由 此 知 G 的 一 般 解 可 写 为 
GCR ,; »-π|α[ξ - »]ηα[ξ--ο-»]) (10-5-5) 


其 中 及、fz 为 任意 函数 。 对 格林 函数 有 tt, 所 以 等 号 右边 的 第 一 项 和 第 二 项 分 别 为 以 
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κ--ο 为 中 心 的 扩展 球面 波 和 会 聚 球面 波 。 
对 辐射 波 , 应 舍 fs 而 保留 户 。 考 虑 到 应 满足 渐 近 条 件 式 (10-5-2) ,可知 应 取 {ι -- 


i (=) 于 是 有 


ως 1 κ / / 
οδό “κ δὶ α | (SY (10-5-6) 


此 即 三 维 空间 中 的 含 时 格林 函数 。 式 中 的 ὃ 函数 表明 , 仅 当 :一 全 十 ! 时 ,G 才 不 为 0, 因此 


式 (10-5-6) 表 示 Ο(Κ ΕΕ «ΗΝ ΑΗ! Κ--ο 处 发 出 ,在 经 历时 间 t 一 1 后 ,到 达 半 径 为 RR 
的 球面 的 一 个 脉冲 振动 。 对 该 球面 ,G 既 无 前 效 , 也 无 后 效 。 
【 例 10-5-1 求解 无 界 空间 的 初 值 问 题 : 


τ 


Φ].-ο--0, μη ον 


解 ” 按 式 (10-4-26),y 可 由 边界 条 件 和 初 条 件 确定 。 对 无 界 且 初始 条 件 为 0 的 情况 ， 
注意 到 在 无 穷 远 处 G 为 0( 因 为 :1 一! 有限 ), 从 而 面积 分 为 0, 故 有 


ey Ξ- | ἀν | ἂν Ὁζσννήνὸ frst) 
0 
V 
由 式 (10-5-6) 可 知 


Glr ,tyr yt)= 


1 |r 一 六 | 2 
小 α ΄»] 


代入 上 式 , 先 对 z 积分 ,可 得 


1 dr 5 _ lrr | 
ο. | | 一 产 f(r 4 C ) 


式 (10-4-26) 已 假定 1 宇 0, 故 上 式 中 σε | »Εβιγ- γε 所 以 


6 


积分 域 实 际 上 是 以 > 为 中 心 ,ct 为 半径 的 球体 六 ,如 图 10-5-1 所 示 。 NE 
于 是 上 式 可 写 为 
[Φ) 


pF) = 让 ΙΝ στήν | ο η 


ν 


图 10-5-1 Έ1 


该 式 的 物理 意义 如 下 :t 时 刻 r 处 的 振动 是 由 在 VV 内 的 全 体 点 源 ”在 不 同时 刻 发 出 ， 
但 都 在 上 时刻 到 达 > 处 的 振动 之 和 。 具 体 地 说 ,来 自 球面 的 振动 经 历 了 最 长 的 传播 时 间 
Δι--Κ/ς» ,而 其 他 在 同一 时 刻 到 达 > 处 的 振动 丝 来 自 球 内 ,它们 的 传播 时 间 丝 少 于 R/c。 


10. 5.2 二 维 情 况 
二 维 问题 中 格林 函数 GCp,z;p',z) 满 足 


1 -- / / 
a οι ) (10-5-7) 
G1, =0 
其 中 p 为 秋 直 于 x 轴 的 平面 矢量 。 
二 维 问题 中 的 点 源 实际 上 是 三 维 情况 下 平行 于 x 轴 均匀 分 布 的 无 限 长 线 源 ,而 则 是 


线 源 上 xz 处 的 点 , 故 由 点 源 格林 函数 (10-5-6) 对 z 积分 , 即 可 得 到 二 维 问题 的 格林 函数 。 
因此 


/ ια ας ος / 1 κ 7 
Gpytsp 6) - |. 家 rR Cs 7] 


-- dz τ 9|Ξ---ύ}] 3) (10-5-8) 
这 里 已 注意 到 线 源 无 限 长 , 故 以 任 一 平面 > 一 常数 为 界 , 两 边 的 源 对 积分 的 贡献 都 相同 。 
由 R=Vip 一 p | 十 (z 一 z2 )7 ,并 考虑 到 积分 中 痊 之 z, 有 
dz dR dR 
R zx γκ.--Τρ-ρ 


这 样 , 式 (10-5-8) 写 为 


Glp,t;p’ ,t’) 一 a dR 引 [过 --( ΄»] 
2r pr MRI | pp | ἐς 


-| dR ΒΝ 0 二 一 (一 的 ] 
xxvR 一 2 一 六 上 
-..ᾱ Πες ἕνα] 
2 ec τ pep [5 
这 就 是 二 维 情 况 下 的 含 时 格林 函数 。 


10.5.3. 一 维 情况 和 达 兰 贝尔 公式 
一 维 问 题 中 格林 函数 G(z,t;z ,t ) 满 足 
36= BCR δία 


Ch E (10-5-9) 


(10-5-10) 
6] Ξο 

一 维 情况 下 的 点 源 实 际 上 是 三 维 空间 中 垂直 于 z 轴 的 无 限 大 均匀 平面 源 , 因 此 式 
(10-5-10) 中 的 G 应 是 式 (10-5-6) 对 y 和 xz’ 的 积分 ,而 后 者 在 前 面 已 经 完成 , 即 式 (10-5- 
9) ,所 以 现在 只 需 再 将 式 (10-5-9) 对 γ 积分 ,于 是 有 
ἁγ' Πε: αι i (10-5-11) 
-- νᾶ α-1)-|ρ-β | 
这 里 |p 一 p | 二 V (zx 一 Zz) 十 y? (在 一 维 问题 中 ,以 二 轴 上 的 点 代表 空间 任意 一 点 , 故 y 一 0) 。 

由 式 中 的 阶 跃 函数 Η 可知, 仅 当 c α- ελλ 一 (z 一 z02 ν΄ 时 ,积分 才 不 为 0。 记 
0 一 Vcz (一)? 一 (zx 一 x )?, 则 积分 域 可 写 为 一 6 过 y' 过 5。 在 此 积分 域 中 , 互 =1, 但 注意 到 6 
为 实数 ,这 要 求 c (1-1) σσ(α-- αλλ. Χ 175, Π|Ἡ ε(ε-- 1) σ]α--α' |, 该 条 件 可 用 
HH[c (i 一? ) 一 |z 一 x |] 表 示 。 因 此 上 述 积分 可 改写 为 
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(ανα) -- -ᾱ- 
2π 


利用 


/Η[ε(ι--ε)--ἱα--α' |] 
τμ 


G(rstsr’ st) 一 στ, dy 


b (2 
| dy σαν. arcsin 9. 一 过 让 
-ᾱ Be y 2 δ τι 


Οία, ενα’ ,t= ΓΗΓε( Ι'}--]|ᾱ--α’|7 (10-5-12) 


这 就 是 一 维 情况 下 的 含 时 格林 函数 。 
对 于 无 界 的 一 维 初 值 问题 : 


ο. 
二 一 全 一 πο (-οο-κ-οο) 
(10-5-13) 


ϕ|, ο φ(α), ϕ|; ο-- ξ(α) 


把 式 (10-5-12) 代 入 式 (10-4-23), 并 将 对 体积 的 积分 改 为 对 zx 的 积分 ,注意 到 Η΄ (1) 一 
6(xz) ,以 及 无 界 情况 下 面积 分 项 不 存在 , 则 可 得 到 


二 ct 
φίαε) -- σ[φία -- ει) φας Γοι)1 σε [ ECz )dx’ (10-5-14) 


这 正 是 熟知 的 达 兰 贝尔 (d'Alembert) 公式。 


10. 3 


10. 4 


求 三 维 无 界 空 间 辐 射 场 问 题 ( 取 时 间 因 子 为 e”) 的 格林 函数 
(V+R)G(r,r)=—6(r—r’) 
求 下 述 问 题 的 解 ( 区 域 为 半 平 面 z 盖 0) ; 
(Ψ: Ε͵)Οίρ,ρ')----δίρ--ρ) (zx>0) 
求 下 述 问题 的 解 


νο... 3 十 SCz 一 96G 一 口 〈0<z<D) 


Ο]--ο--0, Ωσἰ...--50 

Ο|.ο--Ό, Οἰ|.-ο--0 
在 半径 为 a 的 接地 导体 球 壳 内 , 沿 直径 放置 一 根 长 为 2α 的 均匀 带电 细 线 , 线 与 球 
这 绝缘 。 假 定 线 电荷 总 量 为 Q, 试 用 格林 函数 法 求 球 内 电势 关于 P, (cos 0) (7 一 0， 
1,2,…) 的 级 数 表达 式 。 


5 提示 : 球 内 电荷 密度 可 表示 为 p(7,0,9) = κε. 0)--δ(θ--π}]. 


risin0 
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第 11 章 变 分 法 


在 电磁 分 析 中 ,有 时 需要 将 某 个 物理 量 表示 为 泛 函 ,然后 求 其 极 值 。 例 如 天 线 的 方向 
性 系数 就 可 以 表示 为 泛 函 。 在 分 析 变 折射 率 光纤 时 ,也 可 以 把 传播 常数 表示 为 泛 函 。 对 泛 
函 极 值 问 题 的 研究 导致 了 变 分 法 的 建立 ,因此 泛 函 是 变 分 法 的 最 基本 概念 ,也 是 变 分 法 的 
研究 对 象 。 本 章 将 首先 介绍 泛 函 与 变 分 的 概念 ,然后 介绍 用 变 分 求 泛 函 极 值 的 主要 方法 ， 
以 及 变 分 在 边 值 问题 中 的 应 用 。 最 后 简要 介绍 变 分 原理 及 其 与 电磁 理论 的 内 在 联系 。 


1.1 泛 函 与 变 分 


11.1.1 ἴσμι 


泛 函 概念 是 函数 概念 的 推广 。 我 们 知道 ,函数 的 定义 域 和 值 域 都 是 数 的 集合 。 而 泛 函 
则 是 这 样 的 一 类 函数 :它们 的 定义 域 是 满足 一 定 条 件 的 函数 的 集合 ( 即 函 数 空间 ) ,而 值 域 
则 仍 是 数 的 集合 。 为 明确 ,我 们 用 f(z}( 花 括号 ) 表 示 泛 函 关 系 ,以 区 别 于 用 Τα) (ΒΞ) 
表示 的 普通 函数 关系 。 

例如 ,在 xy 平面 上 连接 a 、。 两 点 的 曲线 长 度 为 


re [να dy L111) 


显然 ,与 曲线 的 具体 形状 即 具体 的 函数 表达 式 y 二 y(z) 有 关 。 所 以 ,i 的 定义 域 是 所 有 描 
写 连接 a .2 两 点 的 平面 曲线 的 连续 函数 ,但 它 的 值 仍 是 数 。 因 此 是 泛 函 ,可 记 为 /{y})。 
一 般 地 , 泛 函 {x} 可 表示 为 下 面 的 形式 : 


ο |i jae (11-1-2) 


式 中 z() 是 定义 在 区 间 [4 ,ts ] 上 的 连续 函数 , 称 为 f{zx} 的 变 函 数 ,而 FLz(z)] 则 代表 由 
zx( 力 构成 的 某 一 种 表达 式 。 显 然 ,f{x} 的 定义 域 是 变 函 数 z(2) 的 全 体 , 当 选 定 一 个 具体 的 
ZX() 后 ,flz} 才 是 确定 的 , 它 就 是 FLz(z) ] 在 区 间 [u ,tz 上 的 积分 值 。 
注意 ,即使 z() 已 被 取 定 , 泛 函 f{z} 也 不 同 于 复合 函数 f(x(?)) ,因为 后 者 与 + 有 一 一 
对 应 的 关系 , 它 仍 是 自 变量 1 的 函数 ,可 简单 地 表示 为 g(2) ;而 泛 函 f(x} 则 是 一 个 具体 的 
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数 , 其 值 由 [Lti ,ts ] 中 的 全 体 t 决 定 。 

泛 函 可 以 看 做 是 有 无 穷 多 变量 的 函数 ,也 可 以 看 做 是 无 穷 维 画 数 空间 中 的 点 的 郴 数 。 
这 是 因为 , 若 令 Δι-Ξ(;--1)/Ν»ει-Ξε Η-ἐδι(ξ-Ξ0»1.:::,Ν--1)»αι--α(ι), 13 58 
的 概念 , 式 (11-1-2) 可 写 为 


Ν- 


Λία} = lim {2) Ε(αι)}δι (11-1-3) 
故 f{z}) 可 看 做 是 全 体 变量 {zi}) 的 函数 。 
ΝΠ x(t) 用 某 一 组 完备 的 函数 组 {9 C12))}(tELa ,tz |) 展开 : σος) -Ξ ελ αιφι(1) ;把 全 


体 φ.(ι) 看 做 是 无 穷 维 函数 空间 的 一 组 正 交 基 矢 量 , 则 αι 即 为 xz (2) 在 第 & ΤΘ ΣΣ 
影 。 于 是 ,函数 空间 中 的 一 个 点 就 对 应 于 一 个 确定 的 函数 z(t)。 按 式 (11-1-2), 这 就 等 于 
给 定 了 一 个 泛 函 f(x)}。 所 以 泛 函 又 可 以 看 做 是 无 穷 维 函 数 空间 中 的 点 的 函数 。 

若 泛 函 的 变 函 数 包括 z(t) 的 各 阶 导数 , 则 泛 函 可 写 为 


πα, 上 ο ο ο. (111-24) 
其 中 上 面 的 黑 点 表示 对 t 求 导 。 
1.1.2 泛 了 本 的 极 值 


为 便于 理解 , 仍 以 式 (11-1-1) 为 例 。 因 为 两 点 间 的 曲线 长 度 取决 于 曲线 的 形状 , 即 取 
决 于 具体 的 变 函 数 y(x) ,所 以 在 连接 a、b 两 点 的 全 体 y(zx) 中 必 有 一 个 能 使 1 最小。 这 个 使 
泛 函 1(y} 取 极 值 的 特别 的 y(z) ,就 是 1{y) 的 极 值 点 。 

由 此 推广 ,对 于 泛 函 f(x} 而 言 , 其 极 值 点 就 是 使 f(z) 取 极 值 的 那个 变 函 数 z(1)。 对 多 
变量 泛 函 f{zi ,x2，… ,xn) 而 言 ,其 极 值 点 则 为 一 组 变 函 数 αι (2),k 二 1,2,…,n。 也 就 是 说 ， 
泛 函 的 极 值 点 是 函数 空间 中 的 点 。 

显然 ,确定 极 值 点 是 求 泛 函 极 值 的 首要 问题 。 变 分 法 就 是 根据 极 值 点 应 满足 的 必要 条 
件 ,寻找 所 有 可 能 的 极 值 点 的 方法 。 对 于 物理 问题 而 言 , 所 找到 的 点 是 否 真 正 的 极 值 点 ,是 
极 大 点 还 是 极 小 点 , 则 需 根据 具体 的 物理 内 容 进一步 加 以 判断 。 


1.1.3 32 
我 们 知道 ,函数 z(t) 的 微分 为 dz 二 x(t 十 dz) 一 zx(z), 这 是 由 于 自 变 量 的 微小 改变 而 引 


起 的 函数 值 的 微小 改变 。 变 分 (Variation) 的 概念 与 微分 不 同 。 设 αι (1) ΤΙ zz (zt) 是 两 个 微 


有 差异 的 函数 [例如 在 |#| 二 0.5 区 间 内 ,zx1(t) --ᾱ- ΕΙ αι (1) --1--ε “只 有 微小 的 差异 ], 则 
变 分 为 bY 二 x2 (1) 一 xz1 (1)。 
由 于 变 分 与 微分 都 是 微小 的 差 , 故 二 者 的 计算 公式 相同 ,例如 , 若 x 和 w 是 两 个 函数 , 则 


有 
δ(ι--υ)Ξδι--δυ (11-1-5) 
(uv) = (6u)vt+uldv) (11-1-6) 
δ u - (Ou)v—u (Ov) 


vy 


(11-1-7) 
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2 变 分 与 微分 可 以 交换 顺序 ,说 明 如 下 。 
考虑 图 11-1-1 中 两 条 邻近 并 有 相同 端点 的 轨道 C 和 
ο ο 。C 为 质点 的 真实 运动 轨道 ,方程 为 zx=z(D。C' 不 是 真 
μες 实 轨 道 。 设 质点 卫 沿 C 运动 ,并 想象 另 一 质点 Q@ 沿 C' 运 动 ， 
x+Ox 它们 同时 从 端点 a 出 发 ,也 同时 到 达 端 点 5。 而 且 , 在 任何 时 
刻 , 对 卫 在 C 上 的 每 一 位 置 ,Q 在 C' 上 都 应 有 唯一 的 位 置 与 
. 之 对 应 。 假 定 1 时 刻 质点 P 位 于 xz 处 , 则 因 ο Άι ο’ 41818 
图 11-1-1 路 径 C 和 C” 近 , 此 时 QQ 的 坐标 为 可 写 为 z 十 6z。 
若 t 十 dt 时 刻 P 的 位 置 为 xz 十 dz, 则 Ω 的 位 置 可 由 两 种 方式 确定 。 一 种 是 由 也 在 该 时 
刻 的 位 置 确定 : 


X+Ox+d(x+Ox) 


(CZ 十 dz) 十 SCz 十 dz) 一 Z 十 dz 十 dz 十 SCdz) 
刃 一 种 是 由 QQ@ 在 t 时 刻 的 位 置 zx 十 6z 确定 : 
(α-Ἴ-δα) -ἀ(α--δα)--α--δα-- ἀα--ἀ(δα) 
因为 结果 应 当 唯 一 , 故 有 6(dx) 三 d(6zx)。 因 此 , 变 分 与 微分 可 以 交换 次 序 
但 变 分 与 求 导 一 般 不 能 交换 次 序 。 这 很 容易 证 明 。 按 式 (11-1-7) ,有 


1 dr _ 06Cdz) dzx6(dt) d(6zx) dzd(6z) 
ο ας. αἱ dz dt dt dz 


这 就 表明 , 变 分 和 求 导 一 般 不 能 交换 顺序 ,除非 δι--ο. δι-- 0 时 的 变 分 称 为 等 时 变 分 。 
11.1.4 泛 国 的 变 分 
为 了 后 面 的 应 用 ,这 里 假定 Γία) ΗΕ z(t) 及 其 一 阶 导数 有 关 , 即 
Λία) = 上 ji ΕΓ«Ώ}»ἐ(ι),ε]ὰι (41:18) 
若 z(t) 的 函数 形式 微 有 改变 :xz 一 x 十 6z, 则 由 式 (11-1-8) 有 


Be 上 Ε[α-1-δε “να: «Σε; "ta 


-[ (Ρα, νο + [259 αγ. κ στ] 


ος ο ο ο ο ο 


. 6f = 上] [Be 可 ου (19 


(严格 地 说 ,此 应 称 为 一 阶 变 分 ,但 因 本 书 并 不 用 到 高 阶 变 分 , 故 可 简称 其 为 变 分 ,) 对 第 二 
项 作 分 部 积分 ,可 进一步 写 出 


ἂρ: [δεί (5-- ἅε)α-- (δα 站) (11:1:10) 


11.2 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 


我 们 知道 ,对 于 普通 多 变量 函数 ;(αι »22»1"'" ;Xn) 而 言 ,; 其 在 点 (zio 5220 1”"" ,Zoo) 附 近 的 
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微分 是 dr ο πο ο ο ο. ο 
ER 


92, 


一 0(R 一 1 2911. 971) ,所 以 在 极 值 点 有 df=0。 此 为 函数 取 极 值 时 应 具备 的 必要 条 件 。 


3ο 


泛 函 可 视 为 函数 空间 的 函数 ,因此 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 就 是 $f 二 0。 式 (11-1-10) 表 
明 ,6f 与 边界 条 件 有 关 , 故 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 也 与 边界 条 件 有 关 。 下 面 分 别 讨论 。 


1.2.1 固定 边界 条 件 ” 欧 拉 变 分 方程 
固定 边界 条 件 指 变 函 数 x(7) 在 边界 的 值 不 可 改变 , 即 zi) 二 6z(t;) 二 0。 物 理 分 析 中 
遇 到 的 变 分 问题 多 属 此 类 。 根 据 式 (11-1-10) ,因为 6z 任意 , 故 δ/--0 要 求 


πο κια, (11 -2-1) 


此 即 欧 拉 (Euler) 变 分 方程 (也 称 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ,简称 E-L 方程 )。 
车 泛 函 也 依赖 于 变 函 数 的 高 阶 导 数 , 例 如 下 ==F[z(2),z(2) αἱ (2) ,tj, 则 欧 拉 变 分 方程 


为 
aF daF da3aF 
az diaz dt:az 


0 (11-2-2) 
证 明 留 做 习题 。 
不 难 推 知 , 若 泛 函 依赖 于 多 个 一 元 函数 ,例如 
xz | F[z(t) ,T(t) ,y(t) ,y(t) «{]4ι (11-2-3) 


其 中 各 变 函 数 在 边界 上 皆 取 定 值 , 则 $f 二 0 等 价 于 
ΘΕ 49Ε |， 


az ἀθχ 
ΘΕ, δε. 


(11-2-4) 
ὃν diay 

此 称 欧 拉 变 分 方程 组 。 

【 例 11-2-1〗 一 个 光滑 的 质点 串 在 一 条 两 端 固 定 的 曲线 上 ,在 静止 状态 下 从 线 的 一 端 
出 发 , 滑 到 另 一 端 。 求 使 滑动 时 间 最 短 的 曲线 方程 。 

解 ” 取 坐标 系 如 图 11-2-1 所 示 , 坐 标 平面 为 铅 垂 面 , 原 
点 和 A 点 分 别 为 下 滑 的 始点 和 终点 。 设 所 求 曲 线 方程 为 y= 
y(Cz)。 因 为 下 滑 时 间 取 决 于 曲线 ν(α) , 故 可 把 下 滑 时 间 表 示 
为 y 的 泛 函 T{y}。 于 是 本 问题 就 成 为 固定 边界 条 件 下 ,寻找 
使 泛 函 T{y} 取 最 小 值 的 函数 y(z) 的 问题 。 

因为 不 计 摩 擦 , 故 机 械 能 守恒 ,由 此 知 质 点 在 曲线 ν-- 


γα) 上 (x,y) 处 的 痢 动 速率 为 0(xo9) 二 W289。 于 是 下 滑 图 21-2-1 下 沸 曲 线 与 坐标 系 


时 间 为 
ds 1 f° /i+Ly C(x)F 
Τίν) | 二 V2g | γ(α) δα ον 


其 中 ds 为 曲线 微 元 ,g 为 重力 加 速度 。 与 式 (11-1-8) 比 较 , 可 记 
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’ μα 11-[ν (απ) | _D 
ΕΓν(α)»ν ο στον (11-2-6) 


因为 曲线 的 两 端 固定 , 故 下 应 满足 欧 拉 变 分 方程 (11-2-1), 即 
aF_ d aF 


κ (11-53-93 
又 由 式 (11-2-6) 知 下 不 显 含 z, 从 而 下 一 0, 故 有 
dF_dyaF , dy’ 9F κ. 
dz dzay dzay οκ. 
把 式 (11-2-7) 代 入 式 (11-2-8), 则 有 
d ,9F 
ἘΠΕ ν πω 
故 
,aF 
五 一 一 C 11-2-9) 
ν θ᾽ ( 
C 为 积分 常数 。 把 式 (11-2-6) 代 人 式 (11-2-9) ,得 
11-2-1603 


«ωρα τι 
注意 到 在 所 取 的 坐标 系 中 2 〈z)>>0, 则 由 式 (11-2-10) 可 得 


ἂν [στ 
dz γ 
ας -9.. 
5 二 το - (11-2-11) 


做 变换 ν-- Οι sin? 三 一 皇 (1 一 cos 1) ,可 求 出 积分 : 


其 中 C= 一 1/C*。 于 是 有 


Ε΄; So sin 1} ΞΟ; 
初始 时 t= 二 0,zx 二 0,y 二 0, 故 Cs 一 0。 于 是 得 曲线 方程 : 
z= 全 (sin t) 
(11-2-12) 
?= 时 (1 一 cos 1) 
此 为 摆 线 ( 即 旋 轮 线 ) 的 参数 方程 ,其 中 C 可 由 终点 A 的 坐标 确定 。 
上 面 推导 中 只 考虑 了 下 滑 时 间 取 极 值 的 必要 条 件 ,究竟 是 极 大 还 是 极 小 还 需 做 进一步 


判断 。 从 物理 上 考虑 ,下 滑 时 间 不 可 能 有 极 大 值 , 而 所 得 结果 唯一 , 故 可 断定 上 面 求 得 的 曲 
线 方 程 (11-2-12) 就 是 下 滑 时 间 最 短 的 曲线 。 


11.2.2 自由 边界 条 件 


目 由 边界 条 件 指 x(t ) 关 0,6z(zts) 关 0。 由 式 (11-1-10) 知 ,此 时 δ/--ο 等 价 于 方程 组 
210 


ΒΡ, ἄδε 
(11-2-13) 


oz  ἀίοτ 


πας 
92 η 92 η 
容易 看 出 , 若 只 有 一 个 边界 是 自由 的 ,比如 δι (11) -- 0, δα (19) 30 ΜΙ ΓΙ τς Ἂ 
aF doF 
一 0 
(11-2-14} 


gar dtaz 


aF 
-. = 
ΕΣ 


Π.2.3 两 个 参 变量 的 情况 


设 是 函数 二 z(u,v) 及 其 偏 导 数 的 泛 函 ,u、v 都 是 参 变量 , 则 
te} =|| FLzGu,0) ,zu zo us vldudv (11-2-1595) 


πας δαν 


其 中 Ρ 为 积分 域 ,x 二 3x/9u,Zx, 二 9X/9vu。 注 意 到 
9. 9 
δία,)--ὃ δι. δη (1) "δ(ᾳ.)--δᾳν 


9Ε. a9F ϑίδε) , 9Ε ϑίδε) 
δὲ = [55 ἂν -- πι πας Jdudo 


θα, 


9 οΕ τ σε }ἀκάυΕ 


则 由 式 (11-2-15) 有 


ο. (= du ax, dvax 
ε- ει - - δω (8 σε} ]4κάυ (1 -2-16) 
将 格林 公式 
[{55 5») "μάν τ φεὰν 4 wa 
用 于 式 (11-2 的 周 线 ) ,可 写 出 
ες. αν δα. )}4ιάοεφϑα( πάω. δὲ ἀμ) (11 -2-11) 


of 二 ex(s (55 οι δα, 
(11 -2- 17) 知 ， 对 于 固定 边界 条 件 ( 在 ο 上 ,6z=0) 而 言 , 泛 函 f{zx(u,v)) 的 极 值 点 


满足 
aF 9 oF 9 aF 
τς ση. Άμα (11-2-18) 
此 即 两 个 参 变 量 情况 下 的 欧 拉 方 程 。 
对 于 自由 边界 条 件 , 极 值 点 除 满足 式 (11-2-18) 外 ,还 应 满足 
3 δη -ᾱ (11-2-19) 


δα, 


以 上 虽然 只 讨论 了 两 个 参 变 量 的 情况 ,但 其 结论 可 以 推广 到 多 个 参 变量 的 情况 


【 例 11-2-2】 证 明 在 x 的 边界 值 确定 的 情况 下 ， δ («ει --ιῤλάχάνάε--0:} ψέα--0 5545 
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πε 记 
{urs ys) = [ (十 好 十 她 )dzdydz 一 [ρώτα ru) dV 
V V 


在 固定 边界 条 件 下 ,有 
δέ -- [εαν - | ry 


-ο{ gu 9(διι) ο 9(δι) | gu (δι) 


ΕΞ θα ταν ay gz ὃς Ίαν 


-- ο [να . ψ(δα)άν = ?| tv . (δι Vu) - bu γιω]ὰγ 


2 δω να nds—2 [δα vuav (11-2-20) 


上 面 最 后 一 步 利 用 了 散 度 定 理 , 其 中 S 为 包围 V 的 闭 曲 面 ,n 为 S 的 外 法 向 单位 矢 。 
由 假定 ,在 S ΕΗ δι--ο, Μαξ (11-2-20) μὲ Ἢ 


dF ὁ [δω ν:μαν 
{εν 内 ,6u 可 任意 , 故 81 = ὃ  (ιᾷ 1 1-αὔ) dxdydz 一 0 494: γτω--ο. 
ν 
证 完 。 


11.3 条 件 极 值 问 题 


前 面 已 经 知道 , 泛 函 极 值 点 应 满足 的 必要 条 件 是 sf 一 0。 事 实 上 ,满足 该 条 件 的 点 只 是 
平稳 点 ,也 就 是 说 , 极 值 点 首先 应 是 平稳 点 , 变 分 法 的 任务 就 是 确定 平稳 点 。 至 于 该 平稳 点 
究竟 是 极 大 点 还 是 极 小 点 或 较 点 ,这 还 要 经 其 他 考虑 才能 确定 。 

本 节 讨 论 在 一 定 约束 条 件 下 ,如 何 确 定 泛 函 的 平稳 点 。 变 分 问题 的 约束 条 件 既 可 以 是 
泛 函 ,也 可 以 是 多 元 函数 。 下 面 分 别 讨论 。 


11.3.1 约束 条 件 是 泛 函 


考虑 泛 函 
γα} κ Ε(σ, ἆ 1): (Gh 5-19 
其 中 z() 在 .ti 的 什 已 给 定 。 欲求 使 /{z) 在 约束 条 件 
g{z) -- | G(x, 二,Ddt = 1 (1 为 给 定 值 ) (11-3-2) 
下 的 平稳 点 z(D ,可 令 | 
(1) --α(1) Γειπι(1) Γεια. (1) (41-3-3) 


这 里 αι (2 、zz (四 是 与 x(t) 有 相同 定义 域 的 任意 函数 ,它们 在 刀 、ts Όει ει 是 很 小 的 参 
数 , 当 它们 趋 于 0 时 ,z(z) 就 给 出 了 平稳 点 σώ). 
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把 式 (11-3-3) 代 入 式 (11-3-1) 和 式 (11-3-2) ,并 将 两 式 视 为 s 和 ez 的 函数 ,依次 记 
为 : 
φίει ;8&2) 一 ο. Ε(α--ειαι «ειτε -- ει Τι -ἵ- ει 1 1) dt (11-53-24) 


t. 


φίει ,82) = | σία |-Ειαι |-6211 »2 1-62 -62.22 »1)4ἱ --- ἰ (11-83-5) 


κ 


则 原 泛 函 的 条 件 极 值 问题 就 转化 为 普通 二 元 函数 $(e ,es ) 在 条 件 式 (11-3-5) 下 的 极 值 问 
题 ,因而 可 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 。 

引入 拉 格 朗 日 乘 子 4, 把 上 述 条 件 极 值 问 题 看 成 是 函数 $ 十 4y 的 无 条 件 极 值 问题 , 其 极 
值 点 在 & 一 e 一 0, 因 此 应 有 


σε (ΦΡΑΦ)| 0 2 (11-3-6) 
ει el 一 cp 一 0 
把 式 (11-3-4) 和 式 (11-3-5) 代 入 式 (11-3-6) ,得 
to aF aG oR GN - - 有 
【全 Ελ 5]. ο. Ελπε}α, |d -- ο κε τὸ (11-38-72 


对 式 中 第 二 项 作 分 部 积分 ,由 于 πι (1) πε ()1Ε ἐν. ΚΓ ΟΚ (11-3-τ) ΗΝ 


下 | εκ «δὴ (11-3-8) 
由 于 zi 、zz 任意 , 故 由 此 有 
Θ(ΕἼΕΛΟ da(F+4G) κα (11-3-9) 


θα dz 935 
在 此 方程 中 ,下 和 G ἤβῆία.α.ιΠΕ.ἈἨΡἑ Να, μΟ1Χ ΕΕ zx(z) 的 微分 方程 。 由 两 个 给 定 
的 边界 值 x(t) 和 z(ts), 以 及 约束 条 件 , 可 以 确定 * 和 z(t)。 只 要 使 f{z} 取 极 值 ,这 就 是 问 
题 的 合理 解 。 


注意 , 式 (11-3-9) 暗 含 了 和 了 后 2 这 一 前 提 , 否 则 方程 的 解 将 与 约 东 条件 无 关 。 
上 述 结果 可 推广 到 多 元 泛 函 的 条 件 极 值 问题 。 例 如 ,对 于 泛 本 
Hz 人 一 | Εζα,ν,ε,θνε)ὰι (11-83-10) 
若 约束 条 件 为 | 
είαιν) = ᾗ Ο(:,γ,ἐ,ϑνθὰν -1 (ἱ ἩΊΕΙ) clad 


则 (zy),y(z) ) 为 极 值 点 的 必要 条 件 是 
aCF+AMG) daCFAMG) 


91 dt 92 9 
(11-83-12) 
9(Ε-Γλ) ἀ9(Ε:Γλ0) ϱ 
ὃν dt ον 


【 例 11-3-1〗 在 给 定 周 长 情 况 下 , 求 平面 上 的 闭合 曲线 ,使 其 所 围 面积 最 大 。 
解 ” 设 所 求 曲 线 C 的 参数 方程 为 
ZX=Zzx(t), y=y(t) (αξίες) 


则 按 面积 公式 S -- 去 由 zdy 一 ydz, 可 写 出 它 所 围 面积 的 泛 函 /. 
[δι 
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Γαφινθ)-- | 二 
约束 条 件 是 关于 周 长 的 , 周 长 泛 函 为 
g{zx(t) ,y(t)} = | V2 + ydt 
于 是 有 
F+AG= (zy —2y) FAYETTE 
代入 式 (11-3-12) ,可 得 方程 组 


αρ. κ. 
对 上 积分 ,得 
5 
0 


其 中 Ci ιο 为 积分 常数 。 消 去 z 和 3 ,得 到 
(α-- Οι) Γ(ν--Οι)” = 
此 即 所 求 的 曲线 方程 。 此 为 圆 方程 , 故 有 结论 : 周 长 一 定时 , 圆 形 区 域 面积 最 大 。 
由 上 式 知 4 为 半径 , 故 由 给 定 的 周 长 ,可 得 一 2/2r。 
本 问题 称 为 等 周 问题 ,因此 ,约束 条 件 式 (11-3-2) 又 被 称 为 等 周 约束 条 件 。 比 较 式 
(11-3-9) 和 式 (11-2-1) ,可知 在 等 周 约束 条 件 下 , 泛 函 f 的 极 值 条 件 与 f 十 Xg 的 无 条 件 极 
值 问题 的 欧 拉 方程 相同 。 


11.3.2 约束 条 件 是 多 元 函数 


以 二 元 情况 为 例 。 设 约束 条 件 为 
GCCzyyy ti 一 0 (11-3-]3) 
考虑 在 该 条 件 下 , 泛 函 


δαν) κ Bs θὰ (11-38-14) 


的 平稳 点 (z(bD ,y(7)) ,这 里 假定 z(t) ν(ε)Ε ἐν «ἐν 处 的 值 篆 已 给 定 。 
在 平稳 点 ,有 56f==0, 由 式 (11-3-14) 即 有 ᾿ 


. 


ΓΕ 8.35 ϐΕ ἆ 3Ε 
|. τσ ρα, ἃ οφ) ᾖι -- ο (11-3-16) 
另 一 方面 ,对 式 (11-3-13) 取 变 分 ,有 
3G ος 
μα η λαο, | Gl 59-16) 


乘 以 (5 并 积分 ,有 
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人 λ() (5 δν 1-20 6y)d -0 (11-83-17) 
η 9. ὃν 


将 其 与 式 (11-3-15) 相 加 ,有 


ο ου 


2 


本 人 ὃν 4: -- ο (11-3-18) 


Ἡ 


Η ΤΗΛ (11-53-16) , 故 δχ.ὃν 两 者 中 只 能 有 一 个 任意 ,所 以 现在 不 能 简单 地 得 出 两 个 


方 括号 为 ο 这 样 的 结论 。 但 注意 到 3 和 25 不 可 能 同时 重 为 (否则 约束 条 件 无 意义 ), 故 不 


妨 假定 2G 不 恒 为 0, 同 时 让 3y 任意 。 选 择 使 式 中 6x 的 系数 为 0, 然 后 由 “8y 任意 ”可 知 6y 


的 系数 也 为 0。 这 样 就 有 
9Ε daF 90 aF daF 94. 


ο ο λα πα... (11-3-19) 
这 就 是 (x(y),y(?)) 为 极 值 点 的 必要 条 件 。 


推广 到 元 泛 函 
f {wi 262 η. -- | 下 (zl 129 ο xx Re 9 ο es De (11-3-20) 
它 在 m 个 约束 条 件 


ο ο ποτ τση αμα ορ (11-3-21) 
下 取 极 值 的 必要 条 件 是 
2 ἃ Ὥς d oF 一 «.. = 二 
τς τ » ΚΣ az dt | 一 0 (2 1 ,2, ;77) (11-3-22) 


【 例 11-3-2】 求 圆 柱 面 α’ 1-γ᾽--Κ’ 上 α.ὃ 两 点 间 长 度 最 短 的 曲线 。 
解 约束 条 件 为 
σσ) = ty -Κκ-Ξ0 
因为 是 圆柱 面 , 故 可 设 曲线 的 参数 方程 为 
X(t)=Reost, y(t)=Rsin t, z=z(t) 


设 分别 对 应 于 4.5, 则 连接 a.6 两 点 的 曲线 长 度 为 
zyiz) - | VE TF σαι = VR δι -- f(z) 


这 里 已 利用 了 禄 二 一 Rsin 上 和 y= 二 Reos t。 由 此 有 下 二 VR’ 十 2? 。 于 是 按 式 (11-3-19) 可 写 
出 
ὃς ἄδε ας d κα 


ὃς ἅἀιος ο. ος dt /RI 52 


Β z __C, 或 整理 为 二 Ci。 再 积分 ,得 = 一 Cut 十 C, 。 于 是 我 们 得 到 所 求 曲线 的 参 
μα τσ ΟΡ 让, 得 < 们 求 


数 方程 : 


X(t)=Reost, y(t)=Rsint, zx 一 CI 十 C， 
易于 看 出 ,这 是 一 族 螺旋 线 。 常 数 C1 、C; 可 由 ab 的 坐标 确定 。 
这 一 类 问题 被 称 为 测 地 线 问题 。 
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11.4 变 分 在 边 值 问题 中 的 应 用 


前 面 已 经 看 到 , 泛 函 的 变 分 问题 可 归结 为 一 定 边 界 条 件 下 的 欧 拉 方程 。 反 过 来 ,对 一 
个 给 定 了 边界 条 件 的 定 解 问题 (或 本 征 值 问题 ) ,如果 能 找到 一 个 泛 函 ,使 其 在 给 定 边 界 条 
件 下 的 欧 拉 方程 恰好 是 定 解 问题 中 的 微分 方程 ,那么 原 定 解 问 题 就 转化 为 该 泛 函 在 边界 条 
件 下 的 极 值 问题 ,于 是 可 用 变 分 法 解决 微分 方程 的 边 值 问 题 。 当 然 ,前 提 是 找到 对 应 的 

11.4.1 边 值 问题 中 泛 函 的 一 般 求 法 

以 下 面 的 边 值 问题 为 例 : 

CD νά Cae py 
yl(a)=y, y(b) 一 ys 
其 中 p(z) .ge(Cz) .g(Cz) 皆 为 已 知 函 数 。 把 方程 视 为 某 泛 函 ία) 二 i Ε[α(), (9 ,2Jdt 取 
极 值 的 必要 条 件 ( 即 欧 拉 方 程 ) , 则 按 式 (11-1-10) ,问题 (11-4-1) 可 表示 为 
| [1ἑ[2ω» |+ pe Po |δν Cedar 0 
Oy(a) = δγί(α) -- 0 

另 一 方面 ,在 固定 边界 条 件 下 ,SF=0 可 写 为 


κ Tal oe a -- ἃ 


ὃτ (ει) 一 cz (1) = 0 


(11-4-2) 


与 上 面 对 照 可 知 ,只 要 把 式 (11-4-2) 中 的 积分 方程 写成 a| FE ty dj -- 0 ἡ 8 


式 , 就 找到 了 与 问题 (11-4-1) 相 应 的 泛 函 f{zx}。 这 可 以 通过 积分 ,并 利用 边界 条 件 和 格林 
公式 而 实现 ,具体 做 法 如 下 。 
先 看 第 一 项 积分 。 注 意 到 6y(a) 二 6y(5) 一 0,p(zx) 对 变 分 而 言 为 常数 , 则 有 


τα dy 二 dy μα” dy dCoy) 
| αν 2(α) σσ] by(z)dz -- ρ(α) 3 δγία) |, 一 | ρα) Paz 


- [ρω Φο[ϑθμ.-.- ορ (γος 


同 理 , 对 后 面 两 项 积分 ,有 
b 
[ 三 55] 站 


b b 
] ο ως ;| 本 
将 它们 代入 式 (11-4-2) ,得 
b 2 
δ[ | ac) (2) --ᾳ(α)γ”(α) 十 28(z)y(z) |dz 一 0 
216 


Η1 1Η ΠΤΛΠ, 91Η [ΠΡΙ (11- 4-1) ΠΕ {ΑΣ ϱ 
Λία) = [ [ρω (32) -- αν (1) 十 2gCz)y(z) |dz (11-4-3) 
在 固定 边界 条 件 下 的 极 值 问题 ,其 解 的 两 个 积分 常数 由 νία)-Ξγι 20 一 22 确定 。 
1.4.2 非 齐 次 玄 姆 霍 效 方程 的 边 值 问题 


分 两 种 边界 条 件 讨论 。 
Φ 第 一 类 边 值 问题 
(Υ2- ΓΕ .λι(νγ) ----τω(ν) (σεν) 
| (11-4-4) 
sg) ‘Cho Ey 
式 中 S 为 V 的 边界 面 ,k 为 常数 ,wl(r) 和 g(rs) 红 为 已 知 函 数 。 
与 前 面 做 法 相仿 ,考虑 积 
| iut put ωδμὰν -- 0 11-4-.5} 
ν 
对 后 两 项 ,有 
[ώνα--ω)διὰν = #6| (δι Doe a (11-4-6) 
ν ν 
对 第 一 项 | Viu6udV ,利用 第 一 格林 公式 
ν 
ᾖυδ-45-- [[συ-να--υν:ι]ὰν (11-4-Τ) 
5 π ν 
有 
[vusuay -- ba 5.15 | "em «άν 
κε ax ic 1 2 κ. 
ba σὰς ἮΝ ω)’ αγ (11-4-8ν 
| veuduav -- #6| σω2ὰν (11-49) 
ν ν 
将 式 (11-4-9) 和 式 (11-4-6) 代 入 式 (11-4-5), 即 有 
35] [一 (CV z)2 - π(ζι }- Ζω) ἀν -- 0 
人 
因此 , 边 值 问 题 (11-4-4) 相 当 于 泛 函 
Τί) = | 2&)2 — ulkiut 2τω) αν (11-4-10) 
ν 
在 固定 边界 条 件 下 的 极 值 问题 。 
@) 混合 边 值 问题 
τσ. (νε Υ) 
ἂν ἐ11-4-11} 
[δη δα | 一 scrs) (rs€S) 


SCrs) 和 Ars) 缘 为 已 知 函数 。 
2 


本 问题 与 上 面 情况 的 不 同 仅 在 边界 条 件 , 故 可 从 式 (11-4-8) 开 始 讨论 。 
利用 格林 公式 (11-4-7), 式 (11-4-8) 可 进一步 写 为 


[νκδιαν - {οι ὃν ὃιμῃς 15 (ψ yy JudS — [uveudV) 
5 V 


2 
(于) 


故 上 式 可 写 为 


η) 
[ν-ιδιάν ος Ew πο. pi 


对 边界 条 件 式 取 变 分 ,有 5 (23) 


5 


| reanav = 3 (9 SudS + [uveudy ) 十 pu ud (hu) dS 
V 9 ν 5 


ο [κε ) as+ juveuav | 
3 ᾧ ΠΤΙ 
将 式 (11-4-12) 和 式 (11-4- 6) 代 入 式 (11- 4-5), 即 有 
[中 ugdS+ | uCveut ο. 
于 是 , 边 值 问题 (11-4-11) 就 等 效 于 泛 卫 
Ἑαὴ = 中 ugdS+ | α(ψτα }- prut Ζω)άν 
在 给 定 边界 条 件 下 的 极 值 问 题 。 
11.4.3 本 征 值 问题 的 泛 函 ”最 小 本 征 值 
考虑 本 征 值 问题 : 


wls 一 0， 或 σα]. 
当 边界 条 件 为 ls 二 0 时 ,由 式 (11-4-10) 可 知 泛 函 为 


Καὶ = | [Cw ον ης 


. Ἕλλιίσ)-- (σεν) 


(11-4-12) 


(11-4-13) 


(11-4-14) 


(11-4-15) 


车 边界 条 件 为 性 | .一 0, 则 相当 于 式 (11-4-11) 中 h 二 0,g 二 0。 因 此 按 式 (11-4-13), 其 


泛 函 为 
区 = [uv + Audy 


V 


利用 格林 公式 (11-4-7) ,以 及 边界 条 件 2 


极 值 条 件 无 关 , 故 对 上 述 两 种 边界 条 件 , 泛 函 都 可 采用 式 (11-4-15) 的 表示 。 


ση] ΟΠΑΠ f{w) 二 一 f{u)}。 因 为 泛 函 的 符号 与 


由 于 本 征 函数 u 满足 归 一 化 条 件 | wzdV 一 1, 故 本 征 值 问题 又 可 以 与 泛 函 的 条 件 极 值 
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问题 联系 起 来 。 考 虑 泛 函 
-Ξ | FCs ru) dV=—— | (Νις) αγ (11-4-16) 
在 归 一 化 条 件 


[οώάν- ο αν] (11-4-17) 
之 下 的 条 件 极 值 问 题 。 按 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 在 本 问题 中 ， 式 (11-3-9) 应 扩展 为 
9 9 9 9 9 9 9 
E> ο. ση Ἔδσδις) |(Ε10)--0 
把 上 面 的 下 和 G 代入 , 即 得 方程 V?u 十 Xu 二 0。 可 见 上 述 本 征 值 问 题 相当 于 泛 函 式 (11-4- 
16) 在 归 一 化 条 件 约束 下 的 极 值 问题 ,而 本 征 值 4 就 是 拉 格 朗 日 乘 子 。 
若 将 式 (11-4-14) 中 的 边界 条 件 改 为 


人 ελα]. -ῷ (11-4-18) 
oan 


则 与 式 (11-4-15) 类 似 ,可 得 泛 函 
Γίω = 一 | cv wdv -- ᾧ nwas ta [uav (11-4-19) 
与 式 (11-4-15) 对 照 ,可 见 此 时 的 本 征 值 问题 相当 于 
f{u) -- (VddV -- tas (11-4-20) 


在 归 一 化 条 件 式 (11-4- ο 4 仍 是 拉 格 朗 日 乘 于 。 
值得 指出 的 是 ,一 了 {wu) 的 最 小 值 一 f{w} 恰 好 等 于 式 (11-4-14) 的 最 小 本 征 值 %。 以 


f {w=— [σὰν 为 例 说 明 如 下 : 
设 和 w 是 一 对 本 征 值 和 本 征 函 数 , 即 它们 是 定 解 问题 
V2zo 十 Moto 一 0 (rEV) 
| (11-4-21) 


Quo 


zo |s 一 0， 或 ΕΝ 


Ξ0 
5 


的 解 。 利用 格林 公式 (11 4 7) ,有 
一 Εις) -[ᾳ u ) dV δα ds [. νει dV ( -4-22) 
0 0 如 0 0 


由 边界 条 件 知 曲面 积分 为 0; 再 利用 方程 (11-4-21) ,以 及 归 一 化 条 件 , 即 得 一 Γι) 二 

知 本 征 值 对 应 于 本 征 函 数 wu , 则 可 同样 推 得 一 f{w} 二 如 。 因 此 ,如 果 一 f{w} 为 全 
体 一 f{w} 中 的 最 小 值 ,那么 X 一 定 是 全 体 本 征 值 中 最 小 的 。 

利用 这 一 性 质 ,可 用 变 分 法 估计 本 征 值 问题 中 的 最 小 本 征 值 。 方 法 是 , 先 根据 归 一 化 
条 件 和 边界 条 件 ,“ 猜 ”一 个 函数 y(z)( 称 为 尝试 函数 ) ,然后 用 以 蔡 换 式 (11-4- 16) 中 的 本 征 
函数 x(z) ,并 求 出 积分 一 /{y}。 因 为 y(x) 一 般 不 会 恰好 是 本 征 函 数 ,而 仅 对 于 本 征 函 数 ， 
积分 的 最 小 值 才 等 于 最 小 本 征 值 xs , 故 λο 必定 不 大 于 一 f{y)}。 这 就 得 到 了 对 4。 上限 的 一 
种 估计 。 例 如 ,在 一 维 情况 下 ( 设 0 二 xa), 式 (11-4-16) 即 | 


λο ---- f{w} = ; [u’o Cz) J dz 
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从 而 有 
Ἀν < 一 ty) = | [yco]dz (11-4-23) 
变 分 法 对 本 征 值 的 估计 结果 总 大 于 精确 值 , 其 准确 程度 取决 于 尝试 函数 选取 得 好 坏 。 
【 例 11-4-1】 估计 下 面 本 征 值 问 题 的 最 小 本 征 值 ; 
(1) -Γλι(α)--ο (0 委 z 妥 1) 
κα. 3 | 
解 ” 取 尝试 函数 
y(Cz) 一 V30z(1 一 z) 
它 已 满足 归 一 化 条 件 | [y(z)]*dz -- 1 和 边界 条 件 。 把 y(z) 代 入 式 (11-4-23), 即 有 


λος ή [ν΄(α)]}ὰα = 10 
此 即 最 小 本 征 值 的 估计 上 限 。 
事实 上 ,该 本 征 值 问题 的 严格 解 是 熟知 的 : 
u(x)=V2sin Wir), 1 一 xz2r2 ， 7 一 1,2，… 
λ 即 本 征 值 , 其 中 最 小 者 为 <* 守 9.87。 上 述 估计 值 已 很 接近 于 精确 值 。 
11. 4.4” 瑞 利 - 里 兹 方法 
瑞 利 -里 效 (Rayleigh-Ritz) 方 法 是 近似 求 泛 函 极 值 的 重要 方法 。 基 本 思想 如 下 :对 于 
泛 函 
μι... [ ΕΓν(α),γ (α),α απ 
其 中 y(z) 是 满足 一 定 边界 条 件 的 任意 函数 ,可 设 
Φον > Cy) (11-4-24) 
这 里 {wi (7z) ,uz (Xz),…}) 是 函数 空间 的 一 组 基 函 数 , 它 们 与 y(z) 满 足 同样 的 边界 条 件 。 代 入 
Π{ν) , 则 有 
I{y} = | ΕΓ 2) Cn (σσ), 2 cau .(α) ,x |dz = Τ (οι νου ο (41 -4-25) 
从 而 泛 函 I{y} 的 极 值 问题 转化 为 普通 多 元 函数 了 (ci ,cs ,…) 的 极 值 问题 。 多 元 函数 的 极 值 
条 件 是 


931 Ce 5.62 ....) 
θε, 


解 此 方程 组 , 求 出 全 体 c, ,就 得 到 了 使 I{y} 取 极 值 的 函数 >(Cz) 。 
本 方法 的 关键 在 于 能 “ 猜 出 ”适当 的 基 范 数 ,使 >， οια, (1) 能 很 快 收敛 ,这 样 就 只 需求 
很 少 的 几 个 c,。 
[ΟΙ 11-4-2〗 试用 瑞 利 -里 兹 方法 ,估计 下 述 圆 域 本 征 振动 问题 的 最 小 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 : 
ο... ον 


一 0 (n=1,2,*) 


R(a)=0 
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其 中 及 满足 归 一 化 条 件 | pR* (pdp = 1. 
ΒΕ ”最 小 本 征 值 和 相应 的 尝试 函数 y 之 间 满 足 关系 式 (11-4-23)。 为 便于 计算 , 先 
作 变 换 z= 二 p/a, 并 记 R(p) = 二 u(x) ,于 是 问题 成 为 
τ (ΟΞα.--1) 


κ(1)--0 
其 中 = 二 Xa*。 考 虑 到 最 小 本 征 值 对 应 于 最 简单 的 状态 ,此 时 在 圆 域 中 心 (p 二 0) 处 应 有 
Κ' Co) 一 0, 这 对 应 于 α--0 处 w(x) 二 0。 又 考虑 到 边界 条 件 , 故 取 尝 试 函数 为 


y(CZ) 一 ci(1 一 2Z2) 十 cz (1—zx)’ (11-4-26) 
用 尝试 函数 代替 x, 则 按 式 (11-4-23) 有 
τ 
τ οι εδ» -- ὦ + 全 Qc 十 总 μι (11-4-27) 


而 归 一 化 条 件 则 成 为 
| ρΕΛ(ρ)άρ-- a 『 ee 
把 式 (11-4-26) 代 入 此 式 ,就 给 出 约束 条 件 : 
EE (ας οἱ ---Γειο -]ρεξ) --ι (11 -4-28) 
于 是 问题 转化 为 在 约束 条 件 式 (11-4-28) 下 , 求 二 元 函数 I(ci ,c; ) 极 值 的 问题 。 
按 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 极 值 条 件 为 


9 9 
Be ο θε ο η (11-4-29) 
这 里 
下 1 1 
Ε(ανο)--α' { ταν 41ο) | τοά) (11-4-30) 


由 式 (11-4-29) 可 得 如 下 方程 组 : 
(- 生 n+ (人 -全 =。 


全 人)a7 (全 ja=。 


该 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 为 0, 由 此 解 得 & 一 5.784 1 或 36. 882 5。 因 为 上 对 
应 于 本 征 值 , 故 应 取 最 小 值 , 于 是 近似 的 最 小 本 征 值 为 


(11-4-31) 


5 784 1 
a 
将 & 一 5.784 1 代入 方程 组 (11-4-31) 中 的 任 一 式 , 并 与 式 (11-4-28) 联 立 , 可 解 得 
1. 650 1. 054 
ΤΕ θεα τ. 


代 和 人 式 (11-4-26) ,就 得 到 近似 的 本 征 函 数 : 
y(z) 一 二 [1， βδ0{1--α’}-1.054{1--αχγαἼ 
本 问题 的 最 小 本 征 值 和 相应 归 一 化 本 征 函 数 的 准确 值 为 
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9: 188. 1 2. {24 
-----ῳ --. ο 
a a 


这 里 J。 是 零 阶 贝 塞 尔 函 数 。 图 11-4-1 绘 出 了 y(Cz) 的 相对 误差 ,其 中 
δ--μ()--γ(α) 


λο J (2. 4051) 


ι(α) 
Δί) 
002 
001 
0 - ος 
1 ἃ 
-0.01 


图 11-4-1 yl(z) 的 相对 误差 
可 见 , 近 似 结果 与 精确 值 相差 很 小 。 


11.5 δα 


1.5.1 正则 变量 


考虑 三 维 空间 中 由 个 质点 形成 的 体系 。 若 体系 受 有 & 个 几何 约束 , 则 体系 的 独立 坐 
标 数 就 减少 为 3n 一 k 个。 这 些 独立 坐标 数目 就 叫做 体系 的 自由 度 。 若 令 3 一 上 一 *, 则 全 体 
质点 的 3n 个 坐标 可 用 ; 个 独立 参量 q1,9:,…,g, 及 时 间 t 表 出 。gq ,qs ，…,g; 称 为 体系 的 广 
义 坐 标 ,它们 可 以 是 长 度 ,也 可 以 是 角度 或 其 他 量 , 如 面积 体积、 电极 化 强度 、 磁 场 强 度 等 。 

qi 一 dqi/di(i 一 1,2,…,s) 称 为 广义 速度 。 系 统 的 动能 T(g1,9;，…,9,) 是 广义 速度 的 


函数 。 粒 子 在 三 维 空间 中 的 平 动 动能 为 T=m( 嫉 十 如 十 刀 )/2, 动 量 的 相应 分 量 为 p= 


(i 二 x,y,z), 故 可 定义 广义 动量 为 ΛιΙΞΞΟΤ/ΘΩ,ο 
广义 坐标 和 广义 动量 统称 正则 变量 (Canonical variable) 。 


1.5.2 变 分 原理 


哈密 顿 认 为 , 受 有 个 几何 约束 ,从 而 自由 度 为 ;==3n 一 k 的 体系 ,其 真实 的 运动 规律 对 应 
于 所 有 具有 相同 端点 ,并 为 约束 所 允许 的 5 维 空间 曲线 中 的 一 条 (并 且 是 唯一 的 一 条 ) , 它 可 以 
用 变 分 的 方法 挑选 出 来 。 此 即 变 分 原理 (Variable principle) ,也 称 哈 密 顿 原理 。 变 分 方程 为 


ὃ Ld 二 0 (等 时 变 分 ) (11-5-1) 


其 中 工 称 为 体系 的 拉 格 朗 日 函数 ,简称 拉 氏 量 ,|”Ldi 称 为 作用 函数 (或 主 函 数 ) ,积分 路 径 


为 约束 所 允许 的 任 一 5 维 曲线 。 
对 保守 的 力学 体系 而 言 ， 
了 一 了 一 V 一 三 (@i ,ga ,gq ,91,92 "941) (11-5-3} 
Ἠ η ΤΆ ν 分别 为 体系 的 动能 和 势能 。 
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1.5.5 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 组 
交换 式 (11-5-1) 中 变 分 与 积分 的 顺序 ,有 
τν, 人 下 άν -- ο (11-6-3) 


在 等 时 变 分 的 假定 下 ,6 与 d/d 可 以 交换 ΤΣΗ 


81, ς: 31, d(6g;) d 9. 下。 4391. 
ο ο δῷ, αἱ ο ) (Hi δα 
代入 式 (11-5-3) ,可 得 
ty -᾽ (55 d 91. 
ΜΕ (ος αἱ) + Σ, (σα, -- ἂε ος δα.) -- ο 
因为 δᾳ;(1ι)--δᾳι(11}--0, μων αρ 0。 又 因为 各 g; 相互 独立 , 故 得 
οἳ, -ᾱ ΘΙ. ; 
aa dag. (1 1 κῶν-'.5) (11-5-4) 


式 (11-5-4) 称 为 体系 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 (Euler-Lagrange) 方 程 组 ,简称 E-L 方程 组 。 
由 E-L 方程 组 可 以 导出 牛顿 运动 方程 。 以 单质 点 的 一 维 运动 为 例 。 设 质点 的 坐标 为 
xX。 因为 动能 T==mz?/2, 而 势能 V=V(z,t) 与 zZ 无 关 , 故 由 式 (11-5-4) 可 写 出 


把 工 的 表达 式 代 入 , 即 得 


此 即 作 一 维 运动 的 单质 点 的 牛顿 运动 方程 。 
上 面 这 个 例子 实际 上 表明 ,力学 体系 中 的 E-L 方程 组 与 牛顿 运动 方程 等 价 。 实 际 上 , 变 
分 原理 是 一 个 普遍 原理 ,几乎 一 切 自然 定律 都 能 用 变 分 原理 加 以 表达 。 对 于 一 个 特定 的 领域 ， 
只 要 写 出 相应 的 作用 函数 , 即 可 用 变 分 法 得 到 对 该 领域 自然 规律 的 描述 , 它 就 是 E-L 方程 组 。 
1.5.4 ” 变 分 原理 与 麦克 斯 书 方程 组 
可 以 导出 电磁 场 的 拉 格 朗 日 函数 (该 式 的 导出 过 程 较 繁 ,这 里 不 拟 介 绍 , 有 兴趣 的 读者 
可 参阅 电动 力学 方面 的 书籍 ) 如 下 : 
1/B? 
επ [σα εΕ ) J ΑΓ ρά αν ο 


其 中 VV 为 整个 电磁 场 区域 ,e 和 A 分 别 表示 介 电 常数 和 磁 导 率 ,E、B 依次 为 电场 强度 和 磁 感 
应 强度 ,po 为 电荷 密度 ,J 为 电流 密度 。$ 和 A 依次 为 标 势 和 矢 势 : 


Ε----ν ον, ΒΕ-ν ΧΑ (11-5-6) 
把 式 (11-5-5) 代 入 式 (11-5-1) ,注意 到 pp 和 J 是 已 知 量 , 它 们 的 变 分 为 0, 则 可 写 出 


| ΗΝ [Επι ον εΕ”} }-- 4» ΑΕ ρό |ἀγὰι 


2283 


- Γ[» .6B—eE .6E— J. (δΑ) + 666$) |ava 
ατα 


利用 式 (11-5-6), 上 式 可 写 为 
小 zu= [ [ία δν xa)+D， [νο + es 7 (ΔΑ) + pC88) | dyd: 
1 ας 
(11 -5-7) 
由 矢量 导数 的 运算 法 则 ,有 
Η »δ(ΥΧΑ)--(δΑ). (ΨΥΧΗ) Εν «[(δΑ)ΧΗ] 


Ρ«ν(δϕ)----(δϕ)ον « D)+vV « [(6$)D] 


9(δΑ) 


ο. 


Ἐν «νι δρ. 
--54) » δε ΕΣΡ" (δΑ)1 
于 是 式 (11-5-7) 成 为 
a rae= fa ΦΧ Η) «Εν « TBA) XH PV. ϱ) 
1 τν 
Y ΓΩΡΡ] -- (5Α) « “1-5 ΓΡ» (δΑ}] -- 4» (64) 十 pC5g) }dyd 


根据 散 度 定理 可 将 VY . [(64)XH] 和 Vv. [C6g)DD] 两 项 的 体积 分 转化 为 包围 积分 域 的 曲面 
积分 ,但 由 于 在 积分 曲面 上 δΑ--0 人 0。 此 


Αν 2 ΓΗ" (84)] 对 + 的 积分 为 [D - ，, 按 假定 , 式 (11- 5-1) 是 等 时 变 分 , 故 64 (141) 二 
64 (2) 王 0, 因 此 该 项 也 为 0。 综合 以 上 ,五 μόνης 


| 7 [ |[( vxH 一 办) )* 54 — (5 « Dp88— .64 |dvVd (11-5-8) 
麦克 斯 韦 方 程 组 为 
ν«Β--5, υχΕ--2,--ο 
aD 
ν.Ρ-ρ, ΥΧΗ- ο -ᾱ 


其 中 前 两 式 已 与 式 (11-5-6) 一 致 。 将 后 两 式 代 入 式 (11-5-8) ,可 知 右 边 为 0。 因此 ,麦克 斯 
韦 方程 组 满足 变 分 原理 。 


ἃ Β 11 


11.1 证 明 欧 拉 变 分 方程 (11-2-2) 。 
11.2 求 以 下 泛 函 的 极 值 曲线 : 


b 
ΦΠ»)-- | V1l++y’dz 


b 
(2)T{y}= | (α7 -- y+y)dzr 


11.3 导出 使 泛 函 
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Πα) = Fesy, sus su ) dy 
V 


在 约束 条 件 | [uCz,y,z)JidV = 1 下 取 极 值 的 EEL 方程 组 。 


11.4 试用 瑞 利 -里 北方 法 求 以 下 问题 的 解 : 
ΠΣ (0«α (α.θςν«ὂ) 


αἰ--ο--ω]...-Ξα|»-ο-Ξ-ω],-.--0 


- - , βίας... ΠΚ 
εν ΣΣ -Σ-οἱα ἘΣ) 


k=0 l=0 
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第 12 昔 ” 非 线性 微分 方程 简介 


一 个 系统 受到 外 场 作 用 时 ,其 有 关 物 理 量 将 发 生 相 应 的 变化 。 在 外 场 较 弱 的 情况 下 ， 
这 种 响应 近似 地 与 激励 成 正比 ,可 以 用 线性 微分 方程 来 表示 。 但 是 , 当 线性 近似 不 能 有 效 
地 描述 系统 时 , 则 必须 考虑 非 线 性 效应 。 例如 ,在 强 电场 作用 下 ,介质 的 电极 化 强度 

Ρ--εχὸ) » Etex® «ΕΕ-Γειχὼ : ΕΕΕ ΙΓ... 

不 再 与 场 强 成 正比 ,呈现 出 显著 的 非 线性 性 质 。 又 如 弹簧 振子 , 当 其 位 移 很 大 时 , 胡 克 定律 
失效 ,成 为 非 线性 振子 。 非 线 性 效应 并 非 只 是 对 线性 效应 的 简单 修正 ,而 是 有 着 更 为 丰富 
多 彩 的 机 制 和 特性 。 非 线性 科学 研究 的 就 是 自然 界 中 的 非 线性 现象 。 

非 线性 科学 的 研究 领域 主要 有 混沌 、 分形、 模式 形成 、 孤 子 等 。 其 中 “和 孤子 ?描述 脉冲 
孤 波 在 非 线性 色散 介质 中 传播 时 类 似 于 粒子 的 特征 ,在 数学 上 它 是非 线 性 波动 方程 的 局 域 
行 波 解 , 称 为 孤 波 。 在 一 定 条 件 下 ,这 种 孤 波 不 仅 能 不 失真 地 传播 ,而 且 能 像 粒子 那样 经 受 
碰撞 仍 保持 原形 继续 存在 。 由 于 孤子 的 这 种 传播 特性 ,采用 光学 孤子 通信 的 前 景 十 分 诱 
ss 

描写 非 线 性 系统 的 方程 是 非 线 性 微分 方程 , 即 方程 中 含有 未 知 函数 及 其 导数 的 非 一 次 
项 。 非 线性 微分 方程 的 求解 是 研究 非 线 性 问题 必然 要 遇 到 的 问题 ,这 类 方程 无 统一 的 求解 
Π.Ε. 目前 已 经 发 展 起 来 的 方法 有 :试探 函数 法 、 摄 动 法 、 相 似 变 换 和 自 相似 解 .特殊 变换 、 
散射 反 演 法 等 。 非 线 性 微分 方程 的 求解 内 容 十 分 丰富 ,本 章 仅 介绍 求解 κὰν 方程 、sine- 
Gordon 7} Τε ΤΠ 348 ΕΒΕ ΧΕ 15 (Νοη Linear Schrodinger， NLS) 方 程 孤子 解 的 行 波 法 和 散射 
反 演 法 。 


12.1 典型 非 线 性 微分 方程 


12.1.1 抓 波 和 KdV 方程 


抓 波 的 最 初 记载 来 自 于 英国 工程 师 罗素 在 1834 年 从 爱丁堡 到 格拉 斯 哥 的 运河 上 观察 

到 的 一 种 奇特 的 水 波 。 他 看 见 一 条 船 被 两 匹 马 拉 着 沿 一 条 狭窄 的 河道 快速 前 进 , 当 船 突然 

停止 时 ,河道 内 被 船 带 动 的 水 堆 却 没有 停止 下 来 , 它 激烈 地 翻动 着 ,而 后 形成 一 个 长 约 九 

米 , 高 约 半 米 的 轮廓 清晰 且 滚圆 光滑 的 水 包 , 并 以 极 大 的 速度 向 前 推进 ,在 行进 中 其 形状 和 
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速度 没有 明显 变化 。 这 个 水 包 行 进 了 2 一 3 千 米 后 , 才 消 失 在 透 途 的 河道 中 。 后 来 ,罗素 等 
人 在 浅水 槽 中 ,用 多 种 方法 激励 水 波 ,都 观察 到 了 类 似 的 现象 ,但 未 能 给 出 合理 的 解释 。 直 
到 1895 年 ,荷兰 科学 家 Ῥ. ]. Korteweg 和 G. de Vries 指出 ,这 种 不 弥散 的 波 包 是 非 线性 
效应 与 色散 效应 互相 平衡 的 结果 ,并 导出 了 在 浅 槽 水 表面 传播 的 波 的 运动 方程 ( 即 Κἀν 方 
程 ) , 孤 波 现象 才 得 到 了 解释 。 | 

κάν 方程 的 一 般 形式 为 


ο. qe 
其 中 第 二 项 是 非 线性 项 ,第 三 项 是 色散 项 ,8 为 色散 系数 。 
κάν 方程 常用 的 形式 还 有 
5 εδω τ 0 (12-1-2) 
对 式 (12-1-1) 作 变换 
αλβ ία, α--6βύδιι (12-1-3) 


即 可 得 到 式 (12-1-2) 。 
事实 上 , 孤 波 是 一 种 普遍 存在 的 物理 现象 。 除 KdV 方程 外 ,其 他 一 些 非 线性 偏 微分 方 
程 也 有 孤 波 解 ,其 中 最 具 代 表 性 的 是 SG 方程 和 NLS 方程 。 


12.1.2 SG 方程 


SG 方程 是 sine-Gordon 方程 的 简称 。 对 处 于 外 场 中 的 一 维 原子 链 模型 进行 分 析 , 可 以 
导出 这 个 方程 。SG 方程 的 一 般 形式 为 
Ὁ --ᾱ + /ξοῖα & 一 0 (12-1-4) 


其 中 cs 和 f。 都 是 常数 。 
12.1.3 ”NLS 方程 ς 
NLS 方程 是 Non Linear Schrodinger 方 程 的 简称 , 它 描 写 弱 非 线性 和 强 色 散 现 象 。 光 
纤 中 的 光学 孤子 即 满足 NLS 方程 。NLS 方程 的 一 般 形式 为 
i ta +8 lul?u=0 (12-1-5) 


其 中 a 和 8B 分 别称 为 色散 系数 和 朗 道 (Landau) 系 数 。 
12.2 行 波 法 求解 非 线 性 微分 方程 


在 无 限 空 间 , 非 线性 偏 微分 方程 
Pu=0 (12=2=1> 
的 形 如 
u=u(€), é€=zx—ct (12-8-2} 
的 解 , 称 为 方程 的 行 波 解 。 方 程 中 的 了 为 包括 时 间 六 空间 xz 偏 导 数 的 微分 算 子 , 解 中 的 < 
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为 常数 ,相当 于 波 的 传播 速度 。 若 当 > 土 co 时 ,u( 引 一 0 或 某 一 恒定 值 , 则 称 这 个 行 波 解 为 
孤 波 解 。 

求 行 波 解 是 求解 非 线 性 微分 方程 ,特别 是 求解 非 线 性 波动 方程 的 一 种 重要 途径 。 许 多 
简单 而 又 重要 的 非 线性 波动 方程 的 解析 解 可 以 通过 这 种 方法 得 到 。 简 单 地 说 ,该 方法 是 以 
行 波形 式 的 试探 函数 式 (12-2-2) 代 人 非 线 性 偏 微分 方程 ,将 偏 微分 方程 化 为 常 微分 方程 来 
求解 。 

下 面 用 行 波 法 求解 KdV 方程 .SG 方程 和 NLS 方程 的 孤 波 解 。 


12.2.1 καν 方程 的 孤 波 解 
将 试探 函数 式 (12-2-2) 代 入 、 1- p> 使 其 成 为 常 微分 方程 


ἀμ 


«ΕΒ } πε 一 (12-2-3) 
两 边 对 《积分 一 次 ,得 
CU ο ga τ 一 
du 
ἀπ, 1. ; ἀπ dud /du du 
PE()=4 πε 
即 
du di 1. ἅ dN du 
cut tp 让) Αα 
再 对 上 积分 ,可 得 
1 ον ο de ἣ 
τας: αι ΠΗ (12-2-4) 


其 中 A、B 为 积分 常数 。 
孤 波 是 一 种 局 域 稳定 解 , 在 无 穷 远 处 衰减 为 零 ; 故 有 边界 条 件 : 
ul(é€)—>0, -0 (> 士 co) (i 
按 此 边界 条 件 ,在 式 (12-2-4) 中 应 取 A=0,B=0, 于 是 有 


(3) = 入 


ἀξ) 3β 
由 此 可 得 
ως ον 
ς ἃµ 
“ΝΒ 3β 
3 
κο 2 κ. 
- ΝΒ πε ὃς 
则 上 式 成 为 
ο de ll δι de - 
ο τη. προς το) (12-2-6) 
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取 “ 十 ”号 ( 取 “ 一 ”号 并 不 影响 最 后 结果 ) ,两 边 积分 ,得 


νά 
k(é—&) =In Hg=In Se + Ye , (12-2-7) 
即 
tt-e) =3 Qc 十 ΙΕΡΗ (12-2-8) 
τε 
另 一 方面 , 式 (12-2-7) 两 边 都 添 一 负 号 仍 是 方程 (12-2-6) 的 解 , 故 又 有 
eM eT πας (12-2-9) 
式 (12-2-8) 与 式 (12-2-9) 相 加 ,得 
ke 名) -ο- Κε 60) 二 12c 一 2 
uw 
由 此 可 解 出 
6c --ἃς βες]ρ ACE 一 名 ) 
人 2 
一 3c sech (二 /与 [Cz 一 aa) 一 < 一 (12-2-10) 
式 (12-2-10) 表 示 右 行 波 , 其 图 像 如 图 12-2-1 所 示 。 " ο 1=2 
. 可 以 看 出 它 在 传播 过 程 中 保持 形状 不 变 , 故 被 称 为 孤 波 ,或 
孤子 。 由 式 (12-2-10) 可 知 , 孤 波 的 传播 速度 为 cl(c 是 任意 
常数 ,对 于 每 一 个 c 的 值 , KdV 方程 都 有 一 个 孤 波 解 ); 孤 
波 的 振幅 为 3c, 与 波 速成 正比 ,因此 幅度 高 的 孤 波 跑 得 快 ; 
孤 波 的 宽度 为 νβ/ε. τ 
图 12-2-1 孤立 波 
12.2.2 SG 方程 的 孤 波 解 
将 试探 函数 式 (12-2-2) 代 入 SG 方程 (12-1-4) ,得 到 常 微分 方程 
(oD sn u=0 (12-2-11) 
对 上 式 可 分 οἱ τῷ 和 过 c? 两 种 情况 加 以 讨论 。 
(3 ees 
此 时 ,方程 (12-2-11) 成 为 
9 十 mesin & 一 0 (12-2-12) 
其 中 ον 
6 Co 


利用 特殊 函数 积分 ,可 求 得 方程 (12-2-12) 的 椭圆 正弦 波 解 。 该 求解 过 程 繁杂 ,这 里 不 
拟 详细 介绍 , 仅 讨论 当 6> 土 co 时 ,u 习 土 x 这 样 一 种 特殊 情况 。 


式 (12-2-12) 各 项 乘 以 只 ,对 积分 一 次 ,得 


2 
(πε) —m’?cos u=A (12-2-13) 
其 中 A 为 积分 常数 。 


由 边界 条 件 6~ 士 oo 时 ,wu~ 土 x, 且 续 ~0, 于 是 有 A=m:。 这 样 , 式 (12-2-13) 可 写 为 


2 
σε) 二 2m? (1 十 cos Wu) 二 4m? cos2 --- 


dé 2 
两 边 开 方 , 有 
αιι Ὃ 
2605 ο 

积分 后 得 

ln tan “一 士 me 一 5) 
亦 即 

&U 二 一 TX 十 4arctan α””.«5- 80) 

一 一式 十 4arctan απο) ει] (12-2-14) 


式 (12-2-14) 给 出 了 SG 方程 的 两 个 扭 结 孤子 解 (指数 因子 取 正 号 时 称 扭 结 孤 子 ; 取 负 
号 时 称 反 扭 结 孤子 ) ,其 图 像 是 一 种 冲击 波 的 形式 。 ὮΝ πι-Ξ0.δ.ε--3.αο--0.1ς--0, ΠΕ 1 二 
0 和 三 5 时 刻 ,x 随 z 变化 的 图 像 如 图 12-22 所 示 ， 


扭 结 孤子 反 扭 结 孤子 
图 12-2-2 扭 结 孤 子 与 反 扭 结 孤 子 


DE 
此 时 方程 (12-2-11) 成 为 
dz 2 -- 
16: sin 0 (1272715) 
2 
其 中 一 了 人， 
与 之 cf 时 类 似 地 求解 ,可 得 
2 
(3ε) =2m? (1 一 cos u)=4m’sin’ Ἔ 
两 边 开 方 ,有 
dz --Ἔ πιάξ 
2sin 


ln {απ τα Π-πι(ξ--ξο) 
ΤΕ 


& 一 4arctan οπου. (12-2-16) 
比较 式 (12-2-14) 与 式 (12-2-16) ,可知 两 者 的 图 形 相 同 , 只 是 后 者 的 曲线 沿 “ 轴 向 上 
平移 距离 x。 因 此 , 式 (12-2-16) 也 是 扭 结 孤子 和 反 扭 结 孤 子 解 。 


12.2.3 ”NLS 方程 的 孤 波 解 


NLS 方程 通常 表征 非 线 性 的 调制 作用 ,所 以 常 求 它 的 包 络 波形 式 的 解 , 即 设 其 解 为 
μ--φίξ)ε“---, ἔτπα- υμί (12-2-17) 
其 中 8(x 一 vst) 为 包 络 波 ,vs 为 群 速度 。 
将 式 (12-2-17) 代 入 NLS 方 程 (12-1-5), 可 得 
ἀϕ 


α GE +iC2ak— ve de Cw ak’ )$+B$’ =0 (12-2-18) 
通常 要 求 ge) 是 实 函数 , 故 歇 所 前 的 复 系数 应 当 为 零 , 于 是 有 
vw, =2ak {1359-19} 
记 
--αἐ----γ (20) (12-2-20) 


则 式 (12-2-18) 可 简化 为 


α $f 7+ =0 


上 式 两 边 同 乘 以 艇 ,对 6 积分 一 次 ,得 
(38) --2»:-βφ'-ο (13-2-21) 
.%(S 作 为 孤立 的 包 络 波 ,应 满足 6-> 士 co 时 ,%(C6)-0 πι 4ξ--ο, 因此 有 C= 二 0。 于 是 式 
(12-2-21) 成 为 
ἀφ οκ ο” ἘΝ 
[Ξε] Lg: + fy 0 (12-2-22) 
若 >>0,8>>0, 由 式 (12-2-22) 可 得 


ἀφ -- /|B 
27 2 = ΡΣ 
Ys 


ϕ 
两 边 积分 ,利用 积分 公式 
| dz 本 h 
一 -一 一 一 一 arcsch 一 
Na 
可 得 


arcsch (8) Ξ--- 0 


从 而 有 


$ 二 土 ος νου (ερ) (12-2-23) 
如 果 a 二 0,8 二 0, 则 由 式 (12-2-22) 可 写 出 


tj 


利用 积分 公式 
| dz el arsech < 
ey -ᾱ z 
可 得 
g 一 士 /Ycsch, /工人 cs) (13-32-24) 
18| a 


将 所 求 得 的 $ 的 表达 式 (12-2-23) 或 式 (12-2-24) 代 入 式 (12-2-17) ;就 得 到 了 NLS 方 
程 (12-1-5) 的 包 络 孤 波 解 。 例如 ,将 式 (12-2-23) 代 入 式 (12-2-17) ,可 得 


wu 二 十 sech [Cs— vt) — Co — wto) Jets-en (12-2-25) 
α 


= 12 ο. 
Ἆς- τ (12-2-26) 
将 式 (12-2-26) 代 入 式 (12-2-20) ,可 得 非 线性 波 的 色散 关系 ， 
ω--αξ!--.ϐΑ: (12-2-27) 


在 式 (12-2-25) 等 号 右边 取 十 号 ,ww 一 2.5,z 一 0, 加 一 0 的 情况 下 , 包 络 孤 波 随时 间 的 推 
移 如 图 12-2-3 所 示 。 


由 上 述 可 知 , 包 络 孤 波 的 振幅 为 


图 12-2-3 包 络 孤 波 随时 间 的 推移 
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12.3 ΦΚ 


逆 散 射 法 在 孤子 理论 的 发 展 中 具有 重要 意义 。 该 方法 最 早 应 用 于 Κάν 方程 的 求解 : 
通过 Gardner、Greene、Kruskal 和 Miura 等 人 提出 的 变换 (GGKM 变换 ) ,建立 起 Κἀν 方程 
与 薛 定 廖 (Schrodinger) 方 程 之 间 的 联系 ,利用 量子 力学 中 的 闭 散 射 法 去 求解 KdV 方程 的 
初 值 问题 。 逆 散射 法 求解 其 他 非 线性 微分 方程 涉及 较 深 的 数学 理论 ,这 里 仅 以 KdV 方程 
为 例 ,说 明 该 方法 的 要 点 。 


12.3.1 GGKM 变换 


对 形 如 
θι δα. θα . 
πα ποτ (13-8-1} 
的 Κἀν 方程 作 变换 : 
-.19ψ oe 
W= φας TAC (12-3-2) 


此 变换 称 为 GGKM 交换 。 若 将 KdV 方程 中 的 未 知 函 数 看 做 是 量子 力学 中 的 势能 ,A(z) 
为 本 征 值 , 则 变换 式 (12-3-2) 实 际 上 就 是 量子 力学 中 定 态 波 函 数 y 满 足 的 苹 定 证 方程 : 


ένα αλψ--ῷ (12-3-3) 
在 满足 方程 (12-3-1) 的 情况 下 ,利用 量子 力学 中 的 道 散射 法 ,由 方程 (12-3-3) 求 出 


势能 ,就 得 到 了 Κἀν 方程 的 解 。 求 解 醉 定 读 方 程 的 本 征 值 要 求 
lim u=0 (12-3-4) 


故 通常 由 道 散 射 法 求 得 的 是 KdV 方程 的 孤子 解 。 
下 面 先 简 述 量子 力学 中 的 散射 问题 ,然后 说 明 求解 KdV 方程 的 逆 散 射 法 。 


12.3.2 量子 力学 中 的 散射 问题 
由 式 (12-3-4) , 当 zx-~> 士 ce 时 ,方程 (12-3-3) 近 似 为 


S$ -λφ--ο (1585-55 
车 4 二 0, 则 本 征 值 * 只 能 取 有 限 个 分 立 值 : 
λ----- (hk, 0n= ls ΝΟ (1255-6) 
相应 的 本 征 函 数 渐 近 式 为 
“| Cre (α-.--οο) 六 和 
Ene (2) 


其 中 常数 由 归 一 化 条 件 | φίὰε -- 1 确定 。 


显然 ,4 二 0 时 ,yw 表示 的 是 束缚 态 。 
车 4 二 0, 则 本 征 值 取 连续 值 : 


λς- δὲ (12-8-8) 


相应 本 征 函 数 的 渐 近 式 为 
e Γδ(ἀλε (α----οο) 
ϕ-- | (12-3-9) 
a(k)e  {α-οο) 
这 是 非 束缚 态 。 


式 (12-3-9) 表 示 , 振 幅 为 1 的 平面 波 e- 关 从 xz = 一 co 处 人 射 , 遇 到 势 人 又 后 ,一 部 分 
pe)e “被 反射 回 到 二 一 一 co , 另 一 部 分 ac(E)e- 关 则 透 过 势 垒 传 至 xz 一 十 co 处 。 透 射 系数 a 
CR) 和 反射 系数 CR) 满足 |a|? 十 12 一 1。 

以 上 诸 式 中 的 4A、c, .a(k) .6b(k) 统 称 为 散射 量 。 

耕 已 知 势 函 数 ,求解 苹 定 调 方 程 (12-3-3) ,并 要 求 方程 的 解 满足 无 穷 远 处 的 渐 近 性 质 
式 (12-3-7) 或 式 (12-3-9) ,可 求 得 散射 量 A4、c,、a(k) .5(k) 以 及 波 函 数 φ. 这 是 量子 力学 中 
的 正 散 射 问题 。 

反 过 来 ,由 散射 量 A、c, .a(k) .6(k) 去 探知 势 函 数 , 则 是 逆 散 射 问题 。 

散射 量 和 势 函 数 x 之 间 的 联系 由 GLM(Gelfand-Levitan-Marchenko) 理 论 给 出 , 简 述 如 
ἜΤ: 

ΝΣ ΒΕ ΑΕΤΟ ΈΝ(12- 9-3) ΗΕ 


-十 ce 
CY = +| RK Cvsyst)e wdy (12-3-10) 


其 中 K(xz,y,) 是 待定 函数 , 且 规 定 «κκ 时 Κία»ν.,ε)--0., 可 以 证 明 ,K(x,y,i) 满 足下 述 
方程 : 
Κιν) +B ety d+| BytedK(r,z dd -- 0 ο 
(12-3-11) 
这 是 一 个 积分 方程 , 称 为 GLM 积分 方程 , 它 的 核 为 


N ] µ- | 
B(x,t) = > oO A De + 去 | δ( 1) οἵ” dz (12-3-12) 
DR ss 


这 里 包含 了 本 征 值 4 的 离散 谱 和 连续 谱 的 共同 贡献 。 
将 式 (12-3-10) 代 入 式 (12-3-3) 并 整理 ,可 得 


ο ο οσα, (12-3-13) 
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12.3.3. 逆 散 射 法 


由 上 述 , 逆 散射 法 的 关键 在 于 求 出 各 散射 量 , 然 后 根据 式 (12-3-11)、 式 (12-3-12) 求 出 
K(z,y,t), 便 可 由 式 (12-3-13) 求 得 ulz,t)。 下 面具 体 说 明 如 何 应 用 逆 散射 法 求解 KdV 
方程 的 初 值 问 题 。 

考虑 初 值 问题 : 


3 
机 i ye py 


δὲ δα δα (12 3-14) 
ul|,-o=uo (rz) (--ο5-«α--ἠ-οο) 
分 三 步 进行 求解 。 
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38-35 «ΑΛ ΛΕ ΗΝ ΤΙ{Η πο(α){ΕΝ ΡΑΣ, ΒΕΕΕΧΕ ΥΣ }Τ ΕΘ ΓΚΑΠΕΤΗ [] Ἐπ 
ο ο (-οο-κς--οο) 


θα” (13-3-15) 
φο νο» 一 0 
以 获得 初始 散射 量 lo ο, (0) .a(R,0) .CR,0)。 这 一 步 是 正 散 射 问 题 。 
由 量子 力学 的 正 散 射 方法 ,对 于 束缚 态 : 


λ----} (k,>0,n=1,2,.…,N) (12-83-16) 
ΑνΕΡΑΣΧΜΙ ΝΤΑ 
ο,(0λε (α---- οο) 
ον ας έῴ δα (12-95-11 
c.(0) 由 归 一 化 条 件 | ”如 dz = 1 确定。 
对 于 非 束 缚 态 : 
Mo 一 入 (12-53-18) 
本 征 函 数 的 渐 近 式 为 
ο... (Z 一 十 ce) ος 
e +b(k,0)e” (α----οο) 


第 二 步 : 由 KdV 方程 确定 散射 量 的 演变 规律 ,从 而 求 得 任意 时 刻 的 散射 量 λ.ο, (1). 
a(k,t) 和 δ(Ε»1). 
将 GGKM 变换 式 (12-3-2) 代 入 式 (12-3-14) 中 的 KdV 方程 ,可 以 得 到 


αἱ λος... αφ 
ο ο οσο ἨΈ 
其 中 
απο ο. 9ψ 
Ω--ον ος --θ(ω Ελ) 99 (12-34-21) 
将 方程 (12-3-20) 两 边 对 之 从 一 ce 到 十 ce 积分 ,注意 到 
φ--0, 6-50 (z- 士 cc) (13-83-22) 
ας 
而 且 
φας 二 有 限 值 (12-3-23) 
可 得 
ἅλ. 
do (12-3-24) 


这 表明 4 不随 时间 变 化 ,因此 ,相应 的 & 和 & 也 不 随时 间 变 化 。 
利用 式 (12-3-24) ,方程 (12-3-20) 可 简化 为 


os 


对 α 积分 后 得 到 
Οι. 
pf pt )σρω 
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其 中 DC(2) 为 1 的 任意 函数 。 上 式 给 出 
ᾱ-- DCoy | 站 + Εφ (12-3-25) 
其 中 E(2) 也 是 1 的 任意 函数 。 
对 于 离散 谱 , 由 式 (12-3-17)， πο. ,0, 玫 co, 而 Q 有 界 ， , 故 应 有 D(z) 二 0。 


因此 

ο- Ε(ὼφϕ 
上 式 两 边 同 乘 以 y, 利 用 式 (12-3-2) 和 式 (12-3-21) ,上 式 化 为 

πο προ. Ὁ- 1 ᾱ 

两 边 对 zx 从 一 ce 到 十 ce 积分 ,利用 式 (12-3-22) 和 式 (12-3-23) ,可 得 

Ε(ο --0 
因此 ,对 4 二 一 的 离散 情况 ,有 Ω--0, 式 (12-3-21) 成 为 

πο 0 
9.1 


1επλί2-83-7),α-»ἠ-οοβ,ϕφ--ε,(ἆ,»ἑ)ε-""",. Η α-”0, βχπ| 3 
ᾱς, 


τς 119 
4β)ς 


因此 
ca Ck,»t) =c, (0) en (12=3=26) 
对 于 连续 谱 , 当 zx 一 十 co 时 ,u 一 0,J~as(k,,t)e-% ,因此 式 (12-3-21) 和 式 (12-3-25) 
近似 为 
Q~ (55 二 4 有 js . Ω- εκ, 上 ε΄" dz 十 ECDa js 
两 式 联 立 , 有 
θα i οι 
上 式 左 边 仅 是 上 的 函数 ,而 右边 含有 与 x 有 关 的 项 edz,， 因而 等 式 成 立 的 条 件 是 
Ὠ(η)--0ο. {ΚΒ 
S24+[4ik’ —EC) Ja=0 (12-3-27) 


又 当 ZX> 一 co 时 ,u>0,Jy~e ον" -Ι-ὂ, (ές νε) οὖν" ,由 (12-3-21) 和 式 (12-3-25), 并 注意 到 


[名 一 4k?6 一 Ε(ρο] ο ο w=0 


由 此 得 到 

Ε (2) 一 4 这 3 (12-3-28) 
和 

νο 

δι ϑικ ὖ 
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即 


bk,t)=b(k,0) ον (15-35-90) 
将 式 (12-3-28) 代 入 式 (12-3-27) ,得 到 2 一 0, 其 解 为 
αίξ.:)α(ξ.0) (12-3-30) 


式 (12-3-24) 、 式 (12-3-26)、 式 (12-3-29) 和 式 (12-3-30) 给 出 了 散射 量 的 演变 规律 。 
由 初始 散射 量 , 根 据 这 些 关 系 式 , 便 可 定 出 任意 时 刻 的 散射 量 。 

第 三 步 : 利 用 经 上 两 步骤 所 求 得 的 散射 量 c,(k, ,1)、a(k,t)、b(k,t), 按 GLM 理论 [ 式 
(12-3-11) 一 式 (12-3-13)] , 便 可 得 到 v。 

因为 所 有 散射 量 都 是 由 问题 (12-3-14) 确 定 的 ,所 以 ,如 此 求 得 的 αὶ 就 是 KdV 方程 初 
值 问 题 (12-3-14) 的 解 。 


12.4 Κάν 方程 的 单 、 双 孤子 解 


本 节 用 逆 散 射 法 求解 下 面 KdV 方程 初 值 问题 的 孤子 解 : 
| κα ο ΘΝ 


οι “ys θα) (12-4-1) 
ul|,o=—Uosech:x (--οο-ας--οο) 
其 中 U 为 常数 。 
Uo 不 同 ,方程 (12-4-1) 的 解 截 然 不 同 。 可 以 证 明 , 当 UU 满足 Uo== 愉 十 1) (1 二 1,2,…) 
时 ,反射 系数 5 二 0。 而 ο 不 满足 这 个 条 件 时 ,问题 比较 复杂 ,这 里 不 予 讨论 。 当 5b 二 0 时 ， 
式 (12-3-12) 简 化 为 
Βζενμῆ-- ο) CR ο” (12-4-2) 
即 在 此 情形 下 , 仅 需 考虑 离散 谱 的 贡献 。 
12.4.1 4Η 


设 Uo, 二 2, 用 道 散射 法 求解 方程 (12-4-1)。 
第 一 步 ,以 初 值 we(Cz) 王 一 2 sech?z 作为 势 函 数 , 解 下 面 苹 定 记 方 程 的 本 征 值 问 题 : 


n=1 


92 
ενα η Cg 
ο] κας-θ 

对 于 离散 谱 ,) 一 一 避 ( 心 >>0,m 一 1,2,……，N)。 作 变换 


7 一 tanh xz (12-4-4) 
则 问题 (12-4-3) 化 为 


[at ον |1-(2 名 )%=0 (~—1<7<+) 


1 一 (12-4-5) 


这 是 连带 勒 让 德 方程 的 本 征 值 问 题 ,其 本 征 值 为 (i 十 1) 二 2, 即 /二 1。 此 时 &, 只 能 取 一 个 
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值 :& 二 1, 故 相应 的 本 征 函 数 也 只 有 一 个 ,为 
ΦυΞΞΑΡΙ (η) 一 AV1 一 和 一 Asechz 
其 中 常数 A 由 归 一 化 条 件 确定 : 
Α΄ 人 sech2zdz = 2Α7 = 1-»4 = 
V2 


Z- 十 ce 时 的 渐 近 式 为 
J ~2Ae *=V2e (12-4-6) 
ΕΠΑ (12-53-17) 比较, 有 
ει(0) 一 V2 (12-4-7} 
第 二 步 ,确定 任意 时 刻 的 散射 量 : 
由 式 (12-3-26) 和 式 (12-4-7) ,可 得 
ει (Ai 四 一 cl(0)eta: 一 V2et (12-4-8) 
第 三 步 , 解 GLM 积分 方程 , 求 u(x ,1): 
根据 式 (12-4-2) 有 
BB(W = (ee 和 和 (12-4-9) 
GLM 积分 方程 (12-3-11) 化 为 
Κίά,ν,ε) | 2e ve | ge μα ε"εζς..θάε--Ὁ. «λα 


设 Κία.γν»ε) [σι θέ 7 , 代 人 方程 (12-4-10) ,可 得 
Ι(α»1)----ε"βεεα(α--41) 


故 
K(xz,y,t)=—e 0 多 Sech( 工 一 41) (12-4-11) 
将 式 (12-4-11) 代 入 式 (12-3-13), 即 可 求 得 问题 (12-4-1) 当 U6 二 2 时 的 解 : 
u=—2sech’ (zx—4:) (12-4-12) 
这 就 是 Κἀν 方程 的 单 孤 子 解 。 


12.4.2 ἈΠ ΓΕ 


设 ὈοΆ-θ,2κ42ΓΤέ(12-4-1) 。 该 问题 的 求解 步骤 与 上 一 问题 完全 相同 。 
第 一 步 , 以 初 值 w Cz) 王 一 6 sechzz 作为 势 函 数 , 解 薛 定 刘 方 程 的 本 征 值 问题 : 


ο 《一 ee 过 2 二 < 十 ce) 
θα (13-4-13} 
φο]---ε---0 
作 式 (12-4-4) 的 变换 , 则 问题 (12-4-13) 化 为 连带 勒 让 德 方程 的 本 征 值 问题 : 
9 3 内 [η 
[ο ση |τ{5 τς) ο (12-4-14) 
(οι |η----ω-”-Ὁ 
这 里 Ι(1Γ1) 5-6. /二 2。 于 是 &, 可 取 两 个 值 :二 1,ks 王 2; 相应 的 本 征 函数 也 有 两 个 : 
?=AiPl(WD=A3mV1—7 =3Atanhz sechz (12-4-15a) 
ο =AsPi(D) =As3(1—7)=3A,sech’z (12-4-15b) 


常数 仍 由 归 一 化 条 件 确定 : 
ΚΕ. νι 
i ἀνε 
Z 十 ceo 时, 式 (12-4-15) 的 渐 近 式 为 
J θα... Wf? 一 2V3e 2 
与 式 (12-3-17) 对 照 ,可 得 
ei(0)=/6, ca(0) 王 2M3 
第 二 步 ,确定 任意 时 刻 的 散射 量 : 
由 式 (12-3-26) 和 式 (12-4-17) ,有 
ει (ξι»1)Ξήδε", ο (δε 划一 2V3es2 
第 三 步 , 解 GLM 积分 方程 , 求 wCzyi): 
根据 式 (12-4-2) 有 
再 


GLM 积分 方程 化 为 | 
Κία.γ-ὲ) δεν 12e 59 
十 co 
| [GE 十 12ο 3”: 50 Ἴκκα,ς,)ἆς 三 : 阐 
设 


Kl(z,y,t)=ITi (r,t)e 1,(zr,t)e » 
代入 方程 (12-4-20) ,可 得 
1 θε -ὂ 
κάν I +[1+3e -10 ] 厂 一 一 12e-2c-a2 
上 两 式 分 别 乘 以 e 和 e ,并 引入 
ξι---α--4ι, ἕ;»--α--16ι 
Ιι(α.ἑ}--ε-]ι(α»0., ια. )--ς 21, (η. 8) 
则 式 (12-4-22) 化 为 
(11-86-58) 1 {-26-35 1]; ----66-78 
ο  . 
由 此 可 求 得 
Για) μ., Τα δε 
其 中 
Ώι--- θε (=e ), B==12e SCFe 
DD=1 十 3e η «δες απο 
ΕΛΑ (12-4-21).Σ(12-4-24)”--Α(12-4- 27), Π18 
6 6 2(α 491-26 Α(α 169) 十 e θ(σ-- 128) 
1 十 3e 2(z 4 十 3e 4( 工 169 十 e 6(z— 121) 


再 由 式 (12-3-13), 即 可 求 得 问题 (12-4-1) 当 Ὀο-- 6 时 的 解 
3 十 4ch 2(z 一 41) 十 ch 4(z 一 167) 
[3ch (χ-- 281) εἰ δ(α--- 121) ] 


Κία»ν.Ὁ 


u 12 


(12-4-16) 


(12-4-17} 


(12-4-18) 


(12-4-19) 


(12-4-20) 


(12-4-21) 


(12-4-22) 


(12-4-23) 
(12-4-24) 


(12-4-25) 


(12-4-26) 
(12-4-27) 


(12-4-28) 


(12-4-29) 
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这 就 是 KdV 方程 的 双 孤 子 解 。 

下 面 说 明 当 二 ~ 士 ce 时 , 式 (12-4-29) 明 显 地 表征 双 孤 子 , 即 两 个 单 孤子 的 赫 加 。 

首先 固定 ξι--α-4ι. [ΜΕ,-Ε-12ι,͵{ἥι-»--ο5[[,ε 生 一 0; 而 当 太 ~ 十 ce 时 ,es 一 0， 
因而 有 


μη 6e 2 

人 

6(1 十 ez ) 

,im 天 (z 人 一 一 卫 二 各 西 

故 

人 κα, Ὁ e 一 25 ο 5 ln 3 
,lim u=12 el ee στ -2 sech (zt) 
ti ο εσεις ο. 
η πι 37 (IF ) ο ελ. 


它 表 征 振 幅 a 二 2、 以 波 速 c 一 4 前 进 的 孤 波 。 
其 次 ,固定 护 王 zz 一 16:。 因 入 一 名 十 12z, 故 当 二 > 一 ce 时 ,ee 一 0;t~ 十 co 时 ,e 55 一 0。 
因而 有 


ος δε) ια. ος 126” 
0 
所 以 
τ. .. 8 1 ες 2 ln 3 
lim μ--12 lim 3 (TF3e5 )——8sech |2{8-16ε1-55}] 
δες πη Κ15-4-31} 
ἃ - . Ε 2 2 本 0 
"πα u=24 lim {αγ αοτς)-- 8sech [2(z Ὅ )| 


u 


它 表征 振幅 a 一 8、 以 速度 c==16 前 进 的 孤 波 。 

图 12-4-1 给 出 上 述 双 孤子 随时 间 演 化 的 情况 。 
图 中 显示 ,两 个 同 向 行进 的 孤 波 ,振幅 较 大 、 原 来 在 后 
的 孤 波 逐渐 赶 上 前 面 振幅 较 小 的 孤 波 ,然后 又 很 好 地 
分 开 , 各 自 保持 原来 的 波形 继续 前 进 。 

对 于 Uo= 愉 (lL 十 1) 当 1 二 3,4,…,N 时 ,用 同样 
的 方法 ,可 以 求 得 KdV 方程 的 多 孤子 解 。 由 式 
(12-4-1) 可 知 , 在 初始 时 刻 ,u (xz) 表示 一 个 孤子 ， 
而 U。 则 表示 初始 时 刻 单 个 孤子 的 能 量 。 以 上 讨论 
表明 , 随 着 时 间 的 推移 ,一 个 孤子 将 分 裂 成 NN 个 孤 
子 。 初 始 时 刻 单个 孤子 的 能 量 越 大 ,分 裂 出 的 孤子 
数 就 越 多 。 


图 12-4-1 双 孤 子 随时 间 的 演化 
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12.1 证 明 下 列 方程 可 以 化 为 标准 的 KdV 方程 (12-1-1) : 


qu σι gu 
(C1) py 十 az 了 十 月 了 0 


θιι qu 名 
(2)37 tu 7 πη (β--0) 


12.2 验证 解 


au θι 0 2 2 ey 
(1}5; 6u ΓΕ απο 0» ἡ 2k2sech’ [k(x—4k2t) | 
9 (9ιι dw 1 οἷ | ΕΣ 
τες Μα ται στ) dy 


. ἰοὴ 
= 一 方 ksech’ [Σάε-ιν-ωο] (ω-- κ +3 Έ) 


ος οχι 
1+2z 44 


.9 92 
Ci Ε|α|7α--0, u 
12.3 证 明 NLS 方程 


. Gu οὗ ον, 
i 2 Γᾳ ΓΒ | 2 一 0 


通过 变换 z= 二 Vay /Bo ,可 化 为 


θυ , Ov ρα 

πες |ω|}υ-Ξ0 
12.4 求 mKdvV 方程 

οι i du  ρθ W 

πο ο αρ 


的 行 波 解 。 
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ἠδ} 21 816545 πε 


局 
DS 
-- 


1.2 αἴ Αα 


1.6 在 圆柱 坐标 系 中 ,VXe, 一 0,V Χεςε. VXe.=0 


在 球 坐 标 系 中 ,VXe, 二 0,V Xe 二 e。 二 Xer 一 二 (e cot0 一 e。) 


习题 2 
3 2π 
Ὧν 4 αλα, λα ποπ 
-- πε νο. ππ(2π-- 3) ΤΙ Tsin (βλ) 
ΕΝ πμ ο 《2 王公 V2)， πμ πε τση 
(---1)' 
ον 2 
习题 3 


3.3 圆 16 提 十 16 甩 十 246+447 二 9 一 0; 直 线 4E 十 3 二 0 
3.4 顺 次 作 映 射 ;zi --[ε-ς) 922 三 过 ,一 站 二 一 《六 Ἔν ο --1) 
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